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Fiir grolle =,y ergibt sich

24 w, (.r) v, 7/)* g kyl (x+2) f S(g) do, (14)

k"

woraus der Normierungsfaktor im diskreten Spek-
trum entnommen werden kann.

3. Ergdnzende Bemerkungen. Im drei-
dimensionalen Fall 146t sich die Darstellung (10a)
der Greenschen Funktion unter Beriicksichtigung
einer eventuellen Entartung der Eigenwerte un-
mittelbar iibernehmen. Die (9) entsprechende Dar-
stellung 1aBt sich zwar allgemein nicht explizit
angeben, doch ist es hier méglich, und das geniigt
fiir unsere Zwecke, eine solche Darstellung zu
finden, wenn der Quellpunkt @ sich in grofier Ent-
fernung befindet. Ist iiberdies der AufpunktP weit
vom Streuzentrum entfernt, jedoch so, daf noch
7, < 7, bleibt, so lautet sie

(15)
eikrP]
rp |’
rp,9,¢ sind Polarkoordinaten des Aufpunktes P;
r, = Entfernung des Quellpunktes vom Koordi-
natenanfangspunkt. Der Quellpunkt ist auf der
positiven z-Achse angenommen,

Der Klammerfaktor in (15) ist eine Uberlage-
rung einer vom Quellpunkt ausgehenden ebenen
Welle und einer vom Streuzentrum gestreuten

Kugelwelle. Letztere 148t sich in Partialwellen
zerlegen

o l
Sk;d,9)=D] D S, (k)P (cos B)e™?.
l
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~[e-ikzP+S(k;0,rp)

(16)

Die Greensche Funktion lost also das Streu-
problem fiir eine aus einem Quellpunkt Q kom-
mende Teilchenwelle an einem Streufeld. Die ge-
streute Intensitdt im Vergleich zur einfallenden
wird fiir entfernte @ durch [S(k;9,9)|2 rp®
gegeben. Dariiber hinaus enthilt die Greensche
Funktion unter den Unendlichkeitsstellen der
Funktion S oder der Koeffizienten S, ,.» als analy-
tische Funktionen von k betrachtet, die Eigenwerte
des diskreten Spektrums. Es gelten analoge Be-
ziehungen zu (12), (13), (14).

Damit enthélt die Greensche Funktion bei gro-
Ber Entfernung von P und @ vom Streuzentrum
(mit ¥y <7'Q) dieselben Informationen wie die
Streufunktion S (k ; 9, ¢) bezw. wie die Koeffizien-
ten S,,,(k) und ist ihr damit gleichwertig.

Im Falle des Coulomb-Potentiales ist das
asymptotische Verhalten der Wellenfunktionen
etwas anders als in (2) bzw. in (15) angegeben,
doch lassen sich die obigen Uberlegungen fiir die-
sen Fall leicht modifizieren. Im iibrigen kénnen
hier die Aussagen (12), (13), (14) direkt nach-
gepriift werden. Das wurde in %3 fiir die Schré-
dinger-und fiir die Dirac-Gleichung durchgefiihrt.

Verwickelter sind die Verhiltnisse bei Mehr-
teilchenproblemen, insbesondere hinsichtlich der
anschaulichen Deutung des Zusammenhanges der
Greenschen Funktion mit dem allgemeinen Stof-
problem. Hierauf kann vielleicht spiter eingegan-
gen werden.

Hrn. Prof. A, Sommerfeld und Hrn. Prof. W.
Heisenber g danke ich fiir ihr Interesse an dieser
Untersuchung, Hrn. Dr. Res Jost (Ziirich) dafiir,
dal er mir seine Arbeit vor ihrer Veréffentlichung
zuginglich machte.

Theorie der Streuung schneller geladener Teilchen II
Mehrfach- und Vielfachstreuung *

Von GERT MOLIERE
Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Physik, Hechingen
(Z. Naturforschg. 3a, 78—97 [1948]; eingegangen am 8. Oktober 1947)

Die Theorie der inkohirenten Mehrfach- und Vielfachstreuung zu (absolut) kleinen
Winkeln wird neu entwickelt. Gegeniiber den bisherigen Theorien, auf deren Methoden
z. Tl. aufgebaut wird, werden folgende Fortschritte erzielt:

1. Es wird das in TL. I abgeleitete, fiir beliebhige Werte von a = 2Z/ (137 B) giiltige

Einzelstreugesetz zugrunde gelegt.
! Habilitationsschrift Tiibingen 1947.
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2. Bei Streuung an diinneren Schichten (,,Mehrfachstreuung™) muf das in Form einer
Integraldarstellung (,,allgemeines Fehlergesetz“ nach W.Bothe) erhaltene Ergebnis
numerisch ausgewertet werden. Einfache Methoden hierzu werden angegeben. Danach
ist es auch moglich, riickwérts aus der experimentell gefundenen Streuwinkelverteilung
das Einzelstreugesetz zu ermitteln. (Spezielle Durchfiihrung im folgenden TI. III.)

3. Bei groferer Schichtdicke (,Vielfachstreuung®) ist eine Reihenentwicklung mog-
lich, die die Streuwinkelverteilung im ganzen Winkelbereich (einschliefilich des Uber-
ganges von der eigentlichen ,,Vielfachstreuung® bei relativ kleinen Winkeln zum ,,Ein-
fachstreuungs-Schwanz bei relativ grofien Winkeln) beschreibt, und zwar:

f©)0dO=[2c"" 4O (9)/B+ D ®)BYdd (Ia)

fiir den ,rdumlichen Streuwinkel (vgl. Anm. 14, S. 88) © innerhalb d® (bezw. — mit
dw |2 statt ® d© — fiir Streuung in ein Raumwinkelelement dw hei ©) und

f(®)dD=[2/Va)e V' +1D(9)/B +f?(¢)/ B dy (Ib)

fiir den ,,projizierten Streuwinkel ¢ innerhalb d®. Die dabei auftretenden Funktionen
sind auf S. 89 tabuliert, und es ist zur Abkiirzung:

#=0/(,VB) wd ¢g=>/(;VB) (1)
gesetzt mit Benutzung der Winkelkonstanten:
2,=2292Z/pcp)-Va/A [Grad] (IIT)

[0 = Flachendichte in g/cm2? als MaB der Schichtdicke, 4 = Atomgewicht; vgl. auch
die Zeichenerklirung in § 1. — Die Zahlenkonstante in (III) gilt fiir pc in MeV; wird
He in Gaufl-cm als MaB von pc/z benutzt, so ist 76400 statt 22,9 einzusetzen.] Die
Grofle B in (Ia, b) und (II) kann mit Hilfe der Tab. 1, S. 88, als Funktion der Gréfie:

log Q, = 8,215 + log [Z~**(6/4) a2/ (1,13 + 3,76 a?)] vy
10 10

ermittelt werden. Q, ist dabei ein Mafl fiir die mittlere Anzahl von Einzelstreupro-
zessen in der Schicht; Vielfachstreuung liegt vor bei Q; > 20 bzw. B > 4,5. — Aus
(Ia,b) folgende Formeln fiir Mittelwerte der Streuwinkel siehe in § 10.

4. Der durch Ionisation verursachte Energieverlust der Teilchen in der Schicht kann
notigenfalls streng beriicksichtigt werden, wobei die Formeln (Ia,b) und (II) unver-
dndert erhalten bleiben und nur (III) und (IV) in einfacher Weise zu verallgemeinern
sind; vgl. hierzu § 6 und insbes. Gl. (6,13a u. b). Dort sind auch die entsprechenden
Verallgemeinerungen fiir den Fall der Zusammensetzung der streuenden Schicht aus
mehreren Stoffkomponenten angegeben [Formeln (6,9) und (6,10")].

5. Nach (Ia u. b) gilt asymptotisch bei (relativ) groflen Streuwinkeln:
£(0)0dO=(2,,/6") 0dO|1 + (4,2/6?) [log (Q,6%/12) —2]} (Va)

und

f(D)dD = (2] DP*) dP |1+ (3, P [log (Q, P?/22) — ],780]} (Vb)

mit . nach (III) und Q nach (IV). Das Zusatzglied neben der Eins in der geschweif-
ten Klammer in (Va) (fiir den rdumlichen) bzw. (Vb) (fiir den projizierten Streu-
winkel) beschreibt die Abweichung erster Ordnung vom Ruther for dschen Einfach-
streuungs-Gesetz und gilt fiir beliebige Werte von Q; (insbesondere also auch, wenn
die Streuung zu den relativ kleinen Winkeln nur mehrfach ist). Die Formeln (Va,b)
sind daher geeignet, das (moch auf vor-quantenmechanischer Grundlage beruhende)
Wentzelsche Kriterium fiir Einfachstreuung zu ersetzen. — Weitergehende, in den
Gliedern hoherer Ordnung aber nur fiir Vielfachstreuung (Q, > 20) giiltige asympto-
tische Formeln siehe in § 9.

6. Es wird angegeben, wie der Einflull der Gitterstruktur (z. B, bei Streuung an fein-
kristallinen Metallfolien) zu beriicksichtigen ist. Die Diskussion dieses Einflusses fiir
spezielle Fille soll in einem folgenden TI. ITI erfolgen.

~
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it den Ergebnissen der I.Mitteilung? iiber

den Einflufl der Abschirmung des Coulomb-
Feldes auf die Verteilung der Einzel-Streuwinkel y,
besitzen wir die notwendige Grundlage zur Be-
handlung des statistischen Problems der inkohi-
renten Mehrfach- und Vielfachstreuung, das darin
besteht, die Verteilung der resultierenden Streu-
winkel © zu bestimmen, die schnelle geladene Teil-
chen beim Durchdringen einer materiellen Schicht
(z.B. einer Metallfolie) infolge des Auftretens
mehrerer bzw. vieler Einzelstreuprozesse an den
Atomen der Schicht erhalten. (Um inkohdirente
Streuung handelt es sich dabei insofern, als die
verschiedenen aufeinanderfolgenden Streuprozesse
als voneinander unabhingig betrachtet werden
konnen. Dies schlieBt jedoch nicht aus, daB fiir
jeden einzelnen dieser Streuprozesse Interferenz-
einfliisse durchaus wesentlich sein kénnen.) Es ist
iiblich, beziiglich der (relativen) GrofBe der resul-
tierenden Streuwinkel ® zwischen verschiedenen
Bereichen zu unterscheiden, die als Mehrfach-
bzw. Vielfach- und als Einfachstreuungs-Bereich
bezeichnet werden. Wegen des verhiltnismiBig
héufigen Auftretens der kleinen Einzel-Ablenkun-
gen y, kommen né&mlich die relativ kleinsten Streu-
winkel ® wesentlich durch vielfache (bei groferer
Schichtdicke) bzw. mehrfache (bei geringerer
Schichtdicke) Streuung zustande; demgegeniiber
beruhen die relativ groflien Streuwinkel ® wesent-
lich auf dem Auftreten einer einzigen grofien Ein-
zel-Ablenkung (neben mehreren bzw. vielen klei-
nen, die hier praktisch ohne Einflul sind). Ab-
weichend von diesem Sprachgebrauch werden wir
gelegentlich auch (in einem erweiterten Sinne,
ohne Bezug auf den Winkelbereich) von dem Vor-
liegen von Mehrfach- bzw. Vielfachstreuung
reden, wenn die Streuung zu den kleinsten Win-
keln (in dem genannten engeren Sinne) mehr-
fach bzw. vielfach ist.

Bei der im folgenden durchgefiihrten Theorie
wird vorausgesetzt, dal der gesamte Bereich der
praktisch in Betracht kommenden Streuwinkel ®
(absolut) klein (etwa < 20°) ist. Im wesentlichen
die gleiche Voraussetzung liegt bereits den #lte-
ren Theorien von G. Wentzel®und W.Bothe
(s,allgemeines Fehlergesetz*)* sowie den neueren
(speziell die Vielfachstreuung betreffenden) Theo-

2 G.Moliére, Z. Naturforschg. 2a, 133 [1947];
zitiert als I.

3 G.Wentzel, Ann. Physik 69, 335 [1922].

* W. Bothe, Z. Physik 4, 161 u. 300 [1921]; 5,
€3 [1921].

rien von E. J. Williams® und Goudsmit
und Saunderson® zugrunde. Die Theorie
von Wentzel reicht insofern weiter, als sie in den
allgemeinen Formeln die durch Streuung ver-
ursachte Wegverlingerung in der Schicht beriiek-
sichtigt. Bei der numerischen Auswertung, die
iibrigens nur fiir Mehrfachstreuung durchfiihr-
bar ist, kann jedoch dieser Vorteil praktisch nicht
ausgenutzt werden. — Die Theorie von Goudsmit
und Saunderson geht scheinbar iiber die ge-
nannte Voraussetzung hinaus, insofern sie eine
fiir alle Winkel giiltige Entwicklung nach Kugel-
funktionen benutzt. Dieser Vorteil wird jedoch
dadurch wieder hinfillig, daB sich die Theorie
auf gleiche in der Schicht zuriickgelegte Weg-
strecken der gestreuten Teilchen bezieht; die von
den Verfassern angegebene ,.Korrektur erster
Ordnung® zur Beriicksichtigung der Wegverlin-
gerung ist nicht nur unzureichend, sondern auch
unrichtig; vgl. hierzu § 5, Schluf.

Methodisch schlielit sich die vorliegende Arbeit
an die genannten #lteren Theorien von Wentzel
und Bothe an und besitzt auBerdem — bei der
speziellen Ausgestaltung fiir Vielfachstreuung —
methodische Zusammenhéinge mit der Theorie
von Goudsmit und Saunderson. Durch konse-
quente Ausnutzung der durch die Beschrinkung
auf kleine Winkel moglichen Vereinfachungen
sowie durch Anwendung der Fourier-Methode
wird speziell fiir Vielfachstreuung eine bequeme,
rasch konvergierende (genauer: semi-konver-
gente) Funktionsentwicklung erhalten, die die
Benutzung der (nach Umfang und Genauigkeit
notwendig beschrénkten) numerischen Tabellen
von Goudsmit und Saunderson iiberfliissig macht,
und gegeniiber der Theorie von Williams den
Vorteil besitzt, dal sie auch den Ubergangs-
bereich zwischen Einfachstreuungs-Schwanz und
Vielfachstreuungs-Bereich sowie fiir den letzte-
ren zugleich die Abweichung von der Gauf-Funk-
tionsgestalt beschreibt. Zugleich liefert das
asymptotische Verhalten der berechneten Streu-
winkel-Verteilungsfunktionen ein (auch bei Vor-
liegen von Mehrfachstreuung im weiteren Sinne
giiltiges) Kriterium fiir Einfachstreuung. Fiir den
Fall von Mehrfachstreuung werden Methoden an-
gegeben, die auch riickwirts von der gemessenen

SE. J. Williams, Proc. Roy. Soc. [London]
169, 531 [1939], und friihere Arbeiten; Physic. Rev.
58, 292 [1940].

8 Goudsmit u. Saunderson, Physic. Rev.
57, 24, 552 [1940]; ebenda 58 [1940].
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Streuwinkelverteilung auf die Gestalt des Ein-
zelstreugesetzes zu schlieBen gestatten®. Ein
weiterer Fortschritt gegeniiber den genannten

Theorien besteht darin, da der auf Ionisation in °

der Schicht beruhende Energieverlust der Teil-
chen durch eine einfache Verallgemeinerung
nétigenfalls streng beriicksichtigt werden kann.
Ergiinzend erwihnen wir hier noch die Theorien
der ,vollstindigen Diffusion von W. Bothe”
und von Bethe, Rose und Smith?, die auf
Grund der Annahme reiner Vielfachstreuung
(d. h. ohne Beriicksichtigung der endlichen Grofe
der Einzelstreuwirkung) die Streuung bis zu gro-
fen Winkeln (einschliefilich Riickwirtsstreuung)
behandeln; in der letztgenannten Theorie wird
(als einziger der bisherigen) der Einflull des
Energieverlustes mitberiicksichtigt.

In § 12 werden die Ergebnisse verschiedener
Experimente iiber Vielfachstreuung mit der Theo-
rie verglichen. Es zeigt sich dabei, daBf die ex-
perimentellen Werte sehr stark streuen (vgl. ins-
bes. Abb.8). Wie weit diese Streuung auf experi-
mentellen Ungenauigkeiten (Energiebestimmung
in der Nebelkammer!) und wie weit sie auf den
bei dem Vergleich noch nicht beriicksichtigten
Einfliissen der Gitterstruktur bzw. des Energie-
verlustes beruht, bleibt vorerst noch ungeklart. —
Es ist beabsichtigt, in einer folgenden IIL. Mit-
teilung die Anwendung der Theorie auf spezielle
Fille von Mehrfachstreuung zu diskutieren. Dort
sollen auch die Einfliissse der Gitterstruktur und
des Energieverlustes niher untersucht werden.

§ 1. Grundlagen

Im folgenden bedeuten:

! die Liange des in der Schicht zuriickgelegten
‘Weges, d.h. (bei senkrechtem Einfall) die Schicht-
dicke;

N die Anzahl der streuenden Atome im cm3;

Z deren Ordnungszahl;

+ ze = Ladung der gestreuten Teilchen;

v = B¢ deren Geschwindigkeit;

p="hk,= =mv/V1—82 deren Impuls;

o= zZe2/fiv — 27/ (1378) den bereits in I
benutzten Parameter.

Vom Energieverlust der Teilchen auf ihrem
‘Wege durch die Schicht sehen wir zunéchst ganz
ab; die zur Beriicksichtigung des auf Ionisation

* S. Anm. 13, S. 84.
7W.Bothe, Z. Physik 54, 161 [1929].

GELADENER

TEILCHEN II 81

beruhenden Energieverlustes notwendige Verall-
gemeinerung werden wir im § 6 nachholen. —
Es sei nun

2 )
W)ydy=NIQ()2ayd;= ~//(](/ 7 dy

11

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein Teilchen
auf seinem Wege durch die Schicht eine Einzel-
ablenkung zwischen y und x + dyx erfahrt (un-
abhiingig davon, ob zugleich auch Ablenkungen
in andere Winkelbereiche erfolgen oder nicht).
Dabei ist zur Abkiirzung die charakteristische
Winkelkonstante

27 e?

VaaNi (1,2

P e a ‘V" v

Y. = k, 47Nl =
eingefiihrt, und der Einfluf der Abschirmung
wird durch das Verhiltnis q (%) =@ (%)/Q gutn. (1)
(vgl.I) des (auf die Raumwinkeleinheit bezoge-
nen) Streuquerschnitts @(x) zum Rutherford-
schen Streuquerschnitt beriicksichtigt, wobei fiir
den letzteren die fiir kleine y giiltige Néherungs-
form Qgum. (1) = (2a/ky)2-x—* eingesetzt ist.
Wegen der Kleinheit der Winkel diirfen wir da-
bei die Einheitskugel durch ihre Tangentialebene
im Nullpunkt ersetzt denken, so dal x in (1,1)
als Radiusvektor in dieser Ebene aufgefafit wer-
den kann. Im folgenden wird es gelegentlich not-
wendig sein, die Einzelstreuwinkel nicht nur nach
ihrer Grofe, sondern zugleich auch nach ihrer
Richtung (d.h. ihrem Azimut) zu charakterisie-
ren, was am einfachsten durch Einfiihrung zwei-
dimensionaler Vektoren 7 in der soeben erwihn-
ten Ebene geschehen kann. In dieser vektoriellen
Schreibweise tritt an die Stelle von (1,1):

272q(7) do,
e 2

— dO'7 i
Wf(x)2’_;:_— (1,19

als die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten

einer Einzelablenkung 7 in das Raumwinkel-
element (bzw. Flichenelement der Tangential-
ebene) ds, [das hier an die Stelle von 2=y dy in
(1,1) trltt]

Das Einzelstreugesetz in der Form (1,1) bzw.
(1,1") gilt strenggenommen nur fiir den Fall, daf
die streuende Schicht ein einatomiges Gas ist. Fir
den experimentell besonders interessierenden Fall der

8 H A. Bethe, M. E. Rose u. L. P. Smith,
Proc. Amer. philos. Soc. 78, 573 [1938].
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Streuung an einer feinkristallinen Metallfolie kann
der Interferenz- bzw. Struktureinfluf auf das Einzel-
streugesetz durch Hinzufiigung eines ,,Strukturfak-
tors” S(y) auf der rechten Seite von (1,1) bzw.
(1,1) beriicksichtigt werden. Nimmt man an, daB die
Schicht aus unregelmifig gegeneinander orientierten
und gleich grofen Kristalliten von je N (gleichen)
Atomen besteht, die mit n,m =1,2,.... N numeriert
seien, und sind r,, die Abstinde je zweier Atome
eines Kristalliten, so erhilt man nach dem von der
Rontgen- bzw. Elektronenstrahl-Beugung an mehr-
atomigen Gasen her gelidufigen Verfahren® fiir den
Strukturfaktor (in der fiir kleine Winkel y, giiltigen
Néherung) den Ausdruck:

) 1 < sin(kolr")

S (4 = o —“—'-”7 1,3

SO =14y 22— 109
n:*:m

Durch Hinzufiigung dieses Faktors erhilt das Ein-
zelstreugesetz eine Debye-Scherrer-Struktur, — Da-
mit die der im folgenden entwickelten Theorie der
Mehrfach- und Vielfachstreuung zugrundeliegende
Voraussetzung der Inkohérenz aufeinanderfolgender
Einzelstreuprozesse giiltig ist, miissen die Kristal-
lite, aus denen die Schicht besteht, klein genug sein,
so daB in jedem derselben praktisch nur héchstens
ein Einzelstreuprozell stattfindet. — Der Einflufl des
Strukturfaktors (1,3) ist besonders bei Mehrfach-
streuung (d.h. bei Streuung an sehr diinnen Schich-
ten) wesentlich; wir behalten uns vor, diesen Ein-
fluB in der folgenden IIIL Mitteilung niher zu unter-
suchen.

Die mittlere Anzahl von Einzelstreuprozessen,
die ein Teilchen auf seinem Wege durch die

Schicht erfahrt, ist definiert durch:

£, :/ W) xdy - (1,4)
0

Diese GroBe Q, spielt in der im folgenden zu ent-
wickelnden Theorie nur eine mehr oder minder
formale Rolle; im Fall von Vielfachstreuung, der
uns hier in erster Linie interessiert, wird sie aus
dem Ergebnis vollstindig herausfallen. Der ge-
naue Wert von Q ist physikalisch eigentlich ohne
Bedeutung, da er vom genauen Verhalten von
W (%) bei kleinem Argument 3 abhingt, d.h. von
der Streuung an den &#uBersten Bereichen der
Atombhiillen, wo diese sich gegenseitig stéren und
durchdringen. — Die entscheidende Rolle fiir die
resultierende Streuwinkelverteilung bei Vielfach-
streuung (und fiir deren asymptotisches Verhal-
ten bei groem Argument auch im Fall von Mehr-

® S.z.B.M.v.Laue, Materiewellen und ihre Inter-
ferenzen, Leipzig 1944, S. 75 ff.

fachstreuung) wird eine Grife spielen, die wir
mit b bezeichnen und folgendermafen definieren :

7
. 1 7 VA2
b— lim |— [ W) »Ady—1 (7;9)
/g—>oo[7gf V)/ a °8 ez,
0
(1,5)

(logv=0,577..=Eulersche Konstante; loge=1)*.
Da, wie schon erwihnt, Q, nach (1,4) in den End-
formeln fiir Vielfachstreuung nicht mehr vor-
kommt, ist es zweckmiBig, fiir diesen Fall eine
weitere, nur von b abhiingige Grofie

Q,= (Y*/e) & 1,6)
[vgl. die Formeln (5,4) und (7,1)] einzufiihren,
die an Stelle von Q, als ein praktisches Maf fiir
die mittlere Anzahl von Einzelstreuprozessen in
der Schicht dienen kann. Daf} Q, nach (1, 6) als ein
solches MafB geeignet ist, erkennt man daraus,
dafBl, wenn man fiir ¢(x) in (1,1) die vereinfachte
Formel I, (9,1) einsetzt, Q, nach (1,4) und Q,
nach (1,6) den gleichen Wert, und zwar

Q=221 1,7
annehmen. Der ,,Abschirmungswinkel* %, wurde
dabei nach T, (9,3) so festgelegt, daB (1,7) auch
giiltig bleibt, wenn fiir ¢ (%) nicht I, (9,1), son-
dern der genauere Funktionsverlauf nach I, (8,4)
und I, (8,6) eingesetzt wird. [Q, nach (1,4) ist
dann nicht mehr genau gleich Q,, jedoch von
gleicher Grofenordnung.] Mit x, nach (1,2) und
%, nach I, (9,3) folgt fiir Q, die in der Zusam-
menfassung zu Beginn dieser Arbeit unter (IV)
angegebene Formel. [Es sei noch darauf hinge-
wiesen, dafl (1,7) bzw. (IV) nur ohne Beriick-
sichtigung des Strukturfaktors S(x) nach (1,3)
giiltig ist; die Definitionsgleichungen (1,4) und
(1,5) gelten dagegen allgemein und insbesondere
auch bei Mitheriicksichtigung des Strukturfak-
tors in W(x). — Die zur Beriicksichtigung des
Energieverlustes notwendigen Verallgemeinerun-
gen sind im § 6 angegeben.]

§2. Williams’ Theorie der Vielfach-
streuung

Die Williamssche Theorie beruht auf der
Einfiihrung eines Grenzwinkels %y unter der An-

9 Die Definition von b nach (1,5) ist so gewihlt,
dali Gl. (5,4), S. 85, eine moglichst bequeme Gestalt
annimmt.
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nahme, daf die Streuwinkel ® >y, durch Einfach-
streuung zustande kommen, wihrend die elementaren
Streuwinkel y <y, zur Vielfachstreuung beitragen.
Der fiir groie ® maBigebliche Einfachstreuungsanteil
der Winkelverteilung folgt direkt aus (1,1) zu

2 42 dO

e @1

(©)gins. © de = -

Fiir den Vielfachstreuungsanteil haben wir das zu
den Einzelstreuwinkeln y <y, gehorige mittlere
Winkelquadrat zu bestimmen. Fiir dieses ergibt sich
nach (1,1) mit I, (9,1):

1] . (2,2

Da alle Teilchen beziiglich der Winkelstreuung
gleiche Chancen haben, wird der bei kleinen O malk-
gebliche Vielfachstreuungsanteil der Winkelvertei-
lung durch die Gauf-Funktion

20d06
2

Zg

Ch fW(/)/3d/ /-[10g

£ (©)ysuyy, © 46 = ¢~ 076" (2,3)

wiedergegeben. — Entscheidend ist nun die Fest-
legung des Grenzwinkels y,. Dieser mufl erstens der
Bedingung

)

a2

2<0'=7 [log ;”— e 1} (2,49)

geniigen, wenn anders die Streuwinkel y <y, als
Beitrage zur Vielfachstreuung betrachtet werden
konnen. Aufierdem mub die Gesamtwahrscheinlichkeit
fiir Einfachstreuung, die sich durch Integration iiber
(1,1) zwischen den Grenzen y, und oo zu yi/y; er-
gibt, <1 sein, d.h. es muB als weitere Bedingung fiir 4

2> (2/4b)
gelten. Die gleichzeitige Erfiillung der beiden Bedin-
gungen (2,4a u. b) ist (auber bei extrem grofer
Schichtdicke) nur unbefriedigend moglich. Ferner er-
fihrt der Vielfachstreuungsanteil (2,3) bei kleinem
Argument © durch das gleichzeitige Auftreten der
Einfachstreuung eine betrichtliche Erniedrigung,
deren genaue Bestimmung schwierig ist. Williams
iiberwindet diese Schwierigkeiten teilweise dadurch,
dafB er nicht einen, sondern zwei Grenzwinkel einfiihrt
und den Zwischenbereich nachtriglich annéhernd be-
riicksichtigt. Trotz dieser Verfeinerung bleibt die
Williamssche Theorie nicht frei von Willkiirlichkei-
ten und insbesondere ist die Behandlung des Uber-
ganges zwischen Vielfach- und Einfachstreuung in
ihr sehr unbefriedigend.
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§ 3. Das statistische Verfahren
von Wentzel

Das Wentzelsche Verfahren, das auch wir
zugrunde legen, besteht darin, zundchst die Bei-
trige zur gesamten Winkelverteilung zu bestim-
men, die von jeweils denjenigen Teilchen herriih-
ren, die in der Schicht gerade 0-mal, 1-mal, 2-mal,
3-mal,... n-mal,... usw. gestreut worden sind.
Die gesamte Winkelverteilung ergibt sich dann
als Summe aller dieser Beitrage.

Wir gehen aus von der in (1,1") gegebenen

‘Wahrscheinlichkeit W(—Z’) do,/2=. Die ‘Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB keine Ablenkung in das
Raumwinkelelement do, stattfindet, ist

[1—W(7)do,/2 al,
wofiir wir auch schreiben kénnen:
e—W(T/:)dGZIZ.”E )

Das Produkt aller dieser zu den verschiedenen
Raumwinkelelementen do, gehorigen ‘Wahrschein-
lichkeiten, fiir das wir mit Benutzung von (1,3):
¢ % gchreiben konnen, stellt die Wahrschein-
lichkeit dafiir dar, daB ein Teilchen auf seinem
Wege durch die Schicht iuberhaupt keine Streu-
ung erfihrt. Der von den iiberhaupt nicht ge-
streuten Teilchen herriihrende (im allgemeinen
sulerst kleine) Anteil der endgiiltigen Winkelver-
teilungsfunktion ist daher:

l()’@

0 —
©0,(6) 5, (19

- dO’@ _
fo (@)ﬁze

—
wobei 3,(x) die zweidimensionale Diracsche 3-

Funktion [definiert durch [ [« (a_,:) 05 (a_;) do_[2n=
u (0)] bedeutet. Weiter ergibt sich fiir den Bei-
trag der einmal gestreuten Teilchen zur Winkel-

verteilung:

~ dog

f,(6) 5o =e"%WE©

(3,1b)

Es ist dies die Wahrscheinlichkeit dafiir, daff auf
der Strecke [ ein einziger Streuprozell mit der

Winkelablenkung @ in dog auftritt. Die Anteile
der 2-fach, 3-fach,...n-fach gestreuten Teilchen
sind nun, ausgehend von (3,1b), schrittweise mit
Hilfe der folgenden Rekursionsformel zu erhalten:

[

f(O

.(3,1¢)



84 G.MOLIERE

7 (6) dog/2ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf
in der Schicht n Streuprozesse stattfinden mit

einer Gesamtablenkung in Richtung 6 in dog.
[Durch den Faktor 1/n in (3,1c¢) wird dafiir ge-
sorgt, dafl jede Kombination von n verschiedenen
Streuprozessen unabhiingig von der Reihenfolge
nur einmal gez&hlt wird. Bei schrittweiser Eli-
mination von f, _,f,_, usw. setzen sich die 1/n,
1/(n—1) usw. zu 1/n! neben einem Produkt von
n Wahrscheinlichkeiten W im Integranden zusam-
men.]

Dies ist das Verfahren von G. Wentzel®.
Dieser selbst ist weiterhin so vorgegangen, daf er
die einzelnen Anteile f, der Winkelverteilungs-
funktion schrittweise nach einem graphischen
Verfahren [auf Grund von (8,1¢) und einem dem
damaligen Stande der Theorie entsprechenden An-
satz fiir das Einzelstreugesetz mit Abschirmung]
berechnete und summierte.

§ 4. Summation durch Fourier-
Transformation

‘Wir werden jetzt die verschiedenen Funktionen
durch TFourier-Integrale und zwar wegen der
Zylindersymmetrie durch Integrale iiber die
Bessel-Funktion J,, ausdriicken. Solche Fourier-
Integrale! haben die folgende Eigenschaft: Seien

@ = o, 0) ], @y)ydy
0

und

Uy (—;) =/”2 (?/)Jo (“vy):’/d!/

0

zwei zylindersymmetrische Funktionen in der
z-Ebene, so gilt fiir das , Faltungsprodukt® **:

— — —7 dOI,
f[ul (x—xl)'% (‘7") 921

= [ o, v, )y ydy. (41)

0

Setzen wir daher fiir die Wahrscheinlichkeit
(1.1):

W zdr=1z dz/Q o k) ydy 42
0
11 Uber die Bezeichnung , Fourier“-Integral vgl. I,

Anm. 21, S. 145.
12 Beweis siehe Anhang A.

und benuizen zugleich die Fourier-Darstellung
der soeben eingefiihrten zweidimensionalen 3-

Funktion: 3, (@)= [ Jy(ry)ydy, so folgt fiir
0

die verschiedenen Anteile (3,1) der Winkelvertei-
lungsfunktion:

=0,

f,(0)= inT{ f Q" () J, (O y) ydy (4,3)

0

und somit fiir die gesamte Winkelverteilung:

£(0) 040 =0d0 [ 2W—5%.] 0y ydy.
0 (4,4)

Die hierin einzusetzende Funktion Q (y) folgt
aus der nach (1,1) bekannten Wahrscheinlich-
keit W(y) durch Fourier-Umkehrung von (4,2):

Q (y):/Jo GNWrdz. 45
0

Die Formel (4,4) wurde bereits von W.Bothe
(1922%) auf anderem Wege aufgestellt. Die hier
gegebene Ableitung erschien uns niitzlich, inso-
fern sie die Beziehung zur Went z e 1 schen Theo-
rie deutlich macht. — Unser weiteres Ziel besteht
darin, Gl. (4,4) in einer fiir alle ® (d.h. vom Be-
reich der Vielfach- bzw. Mehrfachstreuung bei
kleinen Winkeln bis zum ,Einfachstreuungs-
Schwanz‘ einschlieBlich des Ubergangsbereiches)
giiltigen Weise auszuwerten. Bei Vielfachstreu-
ung (im weiteren Sinne) vereinfacht sich dies
durch die in den folgenden Abschnitten durchge-
fithrten Entwicklungen. Liegt Mehrfachstreuung
(im weiteren Sinne, d.h. Streuung an einer sehr
diinnen Schicht) vor, so bleibt man auf die direkte
Auswertung der Integralformel (4,4) [zusammen
mit (4,5), (1,1) und der in I berechneten Ab-
schirmungsfunktion q (x)] angewiesen. Wie dies
in verhiltnisméaBig einfacher Weise geschehen
kann, wird im TL III am Beispiel spezieller Ex-
perimente gezeigt werden!®; dabei wird es not-
wendig sein, den Strukturfaktor S (x) nach (1,3)
mit zu beriicksichtigen.

13 Das dabei benutzte Verfahren besteht in der Ver-
wendung geeigneter analytischer Darstellungen, fiir

die die Transformationen (4,4) und (4,5) leicht aus-
fithrbar sind.
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§ 5. Spezialisierung fir Vielfach-
streuung

Benutzt man fiir ¢q(x) in (1,1) die verein-
fachte Darstellung I, (9,1), so laBt sich das Inte-
gral (4,5) fir Q(y) mit Hilfe der in I, Anhang,
Gl. (A,3) angegebenen Transformationsformel
auf eine der dort in (4, 2) eingefithrten Funktio-
nen L, (z) zuriickfiihren, und zwar folgt:

Q=291 (47, 5.1)
wobei Q) =y3/x; ist. (5,1) in (4,4) eingesetzt,
ergibt die resultierende Winkelverteilung f (®) in
Abhingigkeit von zwei Parametern Q, und yx,
bzw. y, und y, Der Parameter y, betrifft dabei
nur den MaBstab der Streuwinkel ®. Um dies
deutlich zu machen, fiithren wir in (4,4) und
(5,1) die neue Integrationsvariable y" =y y, ein
und eliminieren y,,. Schreiben wir zugleich Q (y’)
an Stelle von Q (y), so lautet damit (4,4):

f(®)Odo = ey_fj(afeg(y')—gojo (/Q y')y'dy’
’ (5,2)

und (5,1):
Q ) _9 Q L (,/,/91/2) (5, 1,)

Bezieht man somit ® auf 3, als Winkeleinheit, so
ist die Gestalt der Winkelverteilung durch den
einzigen Parameter Q bestimmt. Solange Q klein
ist (Mehrfachstreuung), hingt diese Gestalt aller-
dings von der speziellen Wahl der Darstellung fiir
die Abschirmungsfunktion ¢ (%) ab. Wir interes-
sieren uns hier aber fiir den Fall, dafl Vielfach-
streuung (im weiteren Sinne) vorliegt, d.h. die
mittlere Anzahl von Einzelstreuakten Qj eine
grofe (praktisch meist sehr grofie) Zabhl ist. Dies
hat zur Folge, daB es nur auf das asymptotische
Verhalten bei kleinem Argument der (monoton
fallenden) Funktion L, in (5,1"), d.h. auf einen
Bereich der Variablen y’ <Q}* ankommt, da Q(y")
in (5,2) im Exponenten auftritt. Entwickeln wir
daher (5,1") mit Benutzung der bekannten Potenz-
reihe von L, (bzw. der Hankel-Funktion H;"), so
folgt:

7\2 & ’ 2 2
(?//2)4 1 (CM +... (5.3)

T 90, 25 Q,
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(mit logy=0.5772... und loge=1). Das zweite
Glied (und die folgenden) auf der rechten Seite
von (5,3) wird erst bei ¥’ ~ Q}’, wo die Exponen-
tialfunktion im Integranden von (5,2) praktisch
nichts mehr beitrigt, von gleicher Groflenordnung
wie das erste. Beschrianken wir uns daher auf das
erste Glied rechts in (5,3), so folgt:

12

Yy y'* }
T[l‘)g 4 *”] (3: 4)

mit Benutzung von (1,5) und (1,6) und unter Be-
achtung, daf Q, = Q, fiir den hier zunéchst be-
nutzten speziellen Ansatz fiir W(y) nach (1,1)
mit I, (9,1). Gl. (5,4) ist aber unabhéngig von die-
sem speziellen Ansatz, wie man leicht zeigt, indem
man eine rascher als y—* abfallende und sonst will-
kiirliche Zusatzfunktion zu dem bisherigen W (y)
hinzufiigt; diese liefert Zusatzglieder zu Q, bzw.
b, die genau den Definitionsgleichungen (1,4) bzw.
(1,5) entsprechen, ohne jedoch zu dem logarithmi-
schen Gliede in (5,4) einen Beitrag zu liefern. —
Damit folgt fiir die Streuwinkelverteilung (5,2)
(unter Fortlassung des Striches an y’) :

f(©) 06 do

Q) —Q,=

o

-9 fuanal2)
72 Z
0

ve vec

) )

Dabei ist als obere Integrationsgrenze Q}® statt:
unendlich gesetzt. Bei Benutzung der genauen Funk-
tion Q (') nach (5,1’) ware dies belanglos, da, wie
erwihnt, der Integrand an und oberhalb dieser Stelle
praktisch nichts mehr beitrigt. Die Entwicklung
(5,8) versagt jedoch, wie wir sahen, etwa von der
gleichen Stelle an, und insbesondere zeigt sich, daf
das erste Glied rechts in (5,3), das sich bei kleinen
y’ dem genauen Verlauf von Q(y') —Q, gut an-
schmiegt, nahe bei y = Q}* ein Minimum hat, ober-
halb dessen es schlieBlich sogar zu grofien positiven
Werten ansteigt. Bei Erstreckung der Integration
bis unendlich wiirde daher der Bereich y >Ql°®
falschlich einen divergierenden Beitrag liefern. —
Die genaue Funktion Q(y’) mnach (5,1) geht bei
grofiem y’ (> Q1) exponentiell gegen Null, und die
Exponentialfunktion im Integranden von (5,2) da-
mit gegen den konstanten, sehr kleinen Wert ¢~ —Q
der dem Beitrag (3,1a) der ungestreut durchgehen-
den Teilchen entspricht. Dieser und die folgenden
Beitrige der nur selten gestreuten Teilchen (d.h.
die f,(®) nach (3,1) mit n<Q,) werden also in
(5,5) vernachldssigt; der Einflul dieser Beitrige
beschrinkt sich auf einen Bereich sehr kleiner Win-
kel ©® [von der Gréfenordnung y,.] und ist wegen
des Faktors e—% in (3,1) verschwindend klein.
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Das logarithmische Glied im Exponenten von (5,5)
ist hauptséchlich nur fiir das Verhalten von f (©) bei
groflem Argument ® und insbesondere den ,,Einfach-
streuungs“-Bereich wesentlich (vgl. die §§ 7 u. 8).
Eine grobe Anndherung fiir kleine © erhdlt man da-
her, indem man log (y2/4) streicht, wobei (5,5) in
die Darstellung einer GaufB-Funktion mit dem mitt-
leren Winkelquadrat

@ =20 (,6)

iibergeht. Deutet man diese als den ,,Vielfachstreu-
ungs“-Anteil (2,3) der Williamsschen Theorie,
so zeigt der Vergleich von (5,6) mit (2,2), daB dies
einer Wahl des Grenzwinkels

%, =(e/7) 7,=1,525, (55 7)

entspricht, was im allgemeinen gut in die durch
(2,4a u. b) gegebenen Grenzen pafit. — Die Gaul-
Funktion mit der Breite (5,6) stellt jedoch noch
nicht die dem Verlauf von f(®) bei kleinen © best-
angepafite GaulB-Funktion dar (vgl. hierzu den
Schlufiabsatz von § 2). Im § 7 werden wir daher eine
andere, dem Gesamtverlauf von f(®) besser ange-
palite Gauli-Funktion mit der etwas grofieren Breite
%2 B als nullte Néherung abspalten.

Der Zusammenhang der Theorie der Vielfachstreu-
ung von Goudsmit und Saunderson mit der
unseren ergibt sich wie folgt: Ersetzt man die
Legendreschen Kugelfunktionen P; (cos ©), nach
denen in dieser Theorie f (0) entwickelt wird, durch
den fiir kleine © giiltigen asymptotischen Ausdruck

1
Jy ([l + 2——] 6) [vgl. I, Anhang, Gl. (A,1)] und geht

von der Summe iiber den Index ! zu einem Integral
iiber, so erhélt man (abgesehen von der speziellen
Form des zugrunde gelegten Einzelstreugesetzes)
genau unsere Formel (5,5) fiir f(©). Das Abbrechen
der Integration an der Stelle y ~~ Q}® entspricht da-
bei dem Abbrechen der Kugelfunktionsreihe bei
Goudsmit und Saunderson. — Obgleich die Entwick-
lung nach Kugelfunktionen fiir beliebige Streuwinkel
giiltig ist, bleibt die Giiltigkeit der Theorie von
Goudsmit und Saunderson doch nur auf kleine Win-
kel beschréinkt wegen der dieser Theorie (wie auch
der von Williams und der unseren) zugrunde liegen-
den Voraussetzung gleicher, in der Schicht zuriick-
gelegter Wegstrecken. Die von Goudsmit und Saun-
derson angegebene ,Korrektur erster Naherung“ zur
Beriicksichtigung der durch Streuung verursachten
Wegverlangerung ist nicht nur unzureichend, son-
dern auch unrichtig. (Diese Korrektur soll darin be-

stehen, fiir die Weglidnge die durch cos © dividierte
Schichtdicke einzusetzen. Dieser iiber alle Winkel ©
genommene Mittelwert cos ® hat jedoch mit der mitt-
leren Weglinge, die durch Mittelung iiber alle Ele-
mente dl der Schichtdicke zu definieren wire, nichts
zu tun und beriicksichtigt iiberdies nicht die bei gro-
feren Winkeln wesentliche Kopplung zwischen Weg-
linge und Streuwinkel.) — Goudsmit und Saunderson
werten ihre Formeln rein numerisch aus und teilen

die Ergebnisse in Tabellenform mit. Nur fiir einige
charakteristische Grioflen geben sie Interpolations-
formeln an, die zum Vergleich mit unseren Reihen-
entwicklungen (§§ 7 bis 10) geeignet sind (vgl.
Anm. 20, S.92),

§ 6. Beriicksichtigung des Energie-
verlustes

Bevor wir das Ergebnis des letzten Abschnittes
weiter auswerten, wollen wir es so verallgemeinern,
dall es auch dem Energieverlust der Teilchen in der
Schicht Rechnung trigt. — Es sei jetzt E, die Energie,
mit der die Teilchen auf die streuende Schicht tref-
fen; nach Zuriicklegung eines Weges I’ in der Schicht
sei die Energie auf einen Wert E (I’) abgesunken.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein Teilchen auf
einem kleinen Wegstiick di’ eine Einzelablenkung um
cinen Winkel y innerhalb dy erfdhrt, sei [analog zu
(1,1) und mit I, (9,1)]:

W(V,l'))’d)'dl':ﬁflzdydl’. (6,1)
T 2+ 20Op "
Dabei ist dhnlich wie in (1,2), die Winkelkonstante
70 =(ajk)V4aN (6,2)
und der Abschirmungswinkel y, nach I, (9,3):
Z.)=(1/ak) V113 +3,76a* (6,3)

(a = Thomas-Fermi-Radius) benutzt. y; und y, sind
jetzt (vermoge a und ko) von der Energie E(I’) und
damit von I’ abhiingig. Analog zu (4,5) fithren wir
nun die zu w (y,!l’) ,Fourier“transformierte Grofie

w0, )= I Dew,Drd 69
0

ein. Die Gesamtwahrscheinlichkeit einer Einzelstreu-
ung in dy beim Durchgang durch die Schicht (d.h.
auf einem Wege [) ist dann an Stelle von (1,1) ge-

geben durch
7

W zdi= e ndr, 65
0
woraus fiir Q (y) nach (4,5) folgt:
l
ew)=foy,na. 66
0

Fir die Entwicklung von o (y,!’) erhidlt man nun
ihnlich wie (5,4):

0 —w0,)=|

v log 7Y Y
F et

Ve2)2+”.

6,7
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Bei Beschrinkung auf das erste Glied rechts in (6,7)
folgt daraus wegen (6,6) die Formel:

l
()2, =Uf R R S D

e

die jetzt an die Stelle von (5,4) tritt. Setzen wir
nun an Stelle von (1,2):
1

i zfdl’ 22 (6,9)
0

und fithren einen ,mittleren Abschirmungswinkel®
Yo €in gemdl:

l
72 log 3= / al’ 72 () 1og y2(I'), (6,10)
b

so nimmt (6,8) bei Ubergang zur Variablen ¥’ =yy.
und mit der als blofe Substitution zu verstehenden
(und zugleich jetzt b nach (1,6) definierenden) Groe

Qb = ,‘{3/23 (67 11)
formal die gleiche Gestalt an wie (5,4). Es folgt da-
her fiir die resultierende Streuwinkelverteilung wie-
der die GI. (5,5), wobei nur y. nach (6,9) an Stelle
von (1,2) und y, nach (6,10) an Stelle von y,
einzusetzen ist.

Bisher haben wir iiber die Art des Energieabfalls
E (I') noch keinerlei Annahmen gemacht. Es kann vor-
kommen, dafl (wie beim Energieabfall infolge Emis-
sion von Bremsstrahlung) die Energie E (') gar kei-
nen festen Wert hat, sondern einem Wahrscheinlich-
keitsgesetz folgt, wobei dann zum Schlufl iiber alle
moglichen Energieabldufe in der Schicht zu mitteln
ist. In diesem Sinne werden wir die Formeln dieses
Abschnitts auch in der Schauertheorie anwenden.
Hier wollen wir nun noch den Fall niher betrach-
ten, dafl der Energieverlust der in der Schicht zu-
riickgelegten Wegstrecke I’ proportional ist (,,Brem-
sung durch Ionisation“), und zwar fiir den ex-
trem relativistischen Grenzfall grofier Energie, in
dem v=¢ (und damit a=22Z/137 = const.) und
E = ¢p = chko gesetzt werden kann. Ist [, die Strecke,
auf der die Teilchen ihre gesamte Anfangsenergie E,
verlieren wiirden, so daf}

E(W=E,(1—-1]/l,) (6,12)
gilt, so folgt nach einfacher Rechnung:
23 — Zgo)"/(l — Z/lo) (6,13 a)

und
b=1"+24 @21 /1—1)log (1—1,/]
=" — /6D —... (6,13 b)

Dabei sind @ und b(® die entsprechenden Grifen,

wie sie sich ohne Beriicksichtigung des Energiever-
lustes ergeben wiirden.

Mit (6,13a u. b) 148t sich nun auch der Fall be-
handeln, dal die Teilchen beim Durchgang durch die
streuende Schicht einen betrédchtlichen Teil ihrer an-
fanglichen Energie durch Ionisation verlieren. Dieser
Fall tritt (wenn die Schichtdicke zur Energie pas-
send stets so gewéhlt wird, dall die Streuwinkel von
gleicher Grofenordnung bleiben) von einer gewissen
grofen Energie an auf und ist insbesondere fiir
schwerere Teilchen (Mesonen, Protonen usw.) wesent-
lich, bei denen sich die (erst bei hoherer Energie
merklich einsetzende) Bremsstrahlung nicht stérend
der Ionisationsbremsung iiberlagert. — Der Ansatz
(6,12) streng streckenproportionaler Bremsung ist
nur bei sehr grofier Energie der Teilchen, wie sie
z. B. in der kosmischen Strahlung auftritt, brauchbar.
Bei niedrigerer Energie wird es erforderlich, (6,9)
und (6,10) numerisch zu integrieren, was an spéterer
Stelle nachgeholt werden soll.

Wir fiigen hier noch die weitere Verallgemeine-
rung fiir den Fall an, dal auller dem Energieverlust
der gestreuten Teilchen ldngs ihres Weges zugleich
auch die Zusammensetzung der streuenden Schicht
aus mehreren, mit einem Index i =1, 2, 3, . . . nume-
rierten Atomsorten beriicksichtigt werden soll. In
diesem Fall haben wir an Stelle von (6,1) von den
auf jede Stoffkomponente getrennt bezogenen Wahr-
scheinlichkeiten w; (y, ) y dy dI’ auszugehen. Alle
weiteren Uberlegungen dieses Abschnitts dndern sich
nur insofern, als zu der Integration iiber I’ noch eine
Summation iiber 7 hinzuzufiigen ist. Insbesondere
folgt also statt (6,9) und (6,10):

l
zZ=Zfdl’lL?(l'>
‘9

(6,9
und

l
log72—(1/) Y] f ar 2,1 log 12,0, (6,10
‘9

woraus wiederum Q, gem#fB (6,11) zu bilden ist. In
(6,9) und (6,10’) sind die Grofen y,; und y,; durch
(6,2) bzw. I, (9,3), jedoch mit Z; und N; an Stelle
von Z und N gegeben. Mit diesen Verallgemeinerun-
gen der Parameter y. und Q, bleibt im iibrigen die
Theorie der Vielfachstreuung unveréndert erhalten. —
Auch wenn nicht Vielfach-, sondern nur Mehrfach-
streuung vorliegt, ist eine entsprechende Verallge-
meinerung moglich: In diesem Falle definiert man
wiederum zweckméalig Xf durch (6,9’); damit dann

W=2290/2

gemdl (1,1) erhalten bleibt, muf man #dhnlich wie
in (6,10):

g — DS [ 4,0 D) 22 )l (6, 14)
i g



88 G.MOLIERE

setzen, wobei ¢; (y, ') das Verhiltnis /@ putp. fiir die
i-te Stoffkomponente und die Teilchenenergie an der
Wegstelle I bedeutet. Auch der Strukturfaktor (1,3)
kann gegebenenfalls in ¢ () einbezogen werden.

§ 7. Entwicklung der Verteilungs-
funktionfiirdenrédumlichen® Streu-
winkel ©

‘Wir kniipfen an die Betrachtungen des § 5 iiber
den Vergleich mit der Theorie von Williams
an: Dabei war es wesentlich, daf nicht nur die
Grobe Q, eine grofie Zahl ist, sondern zugleich
auch die Grofe b (=log £,) zum mindesten ein
Mehrfaches von Eins ist, wenn anders von Viel-
fachstreuung die Rede sein kann. Es liegt daher
nahe, zur weiteren Auswertung den Integranden
von (5,5) nach Potenzen von (y2/4) log (y2/4) zu
entwickeln, was auf eine Entwicklung von f (©)
nach fallenden Potenzen von b hinauslaufen wiirde.
Dabei wiirden jedoch storende Glieder mit log b
auftreten, die die Konvergenz des Verfahrens un-
giinstig beeinflussen wiirden. Dies 140t sich ver-
meiden, wenn man an Stelle von b eine neue Grofe
B einfiihrt, die mit b bzw. 2, verkniipft ist durch

b=B—logB bzw. Q = (y*/e)e?/B (7,1)

=%

(y2/e = 1,167). Um die praktische Anwendung der
im folgenden abzuleitenden Formeln zu erleich-
tern, sind in der folgenden Tabelle zu den vollen
Zehnerpotenzen von Q, die zugehorigen Werte
von B angegeben:

logQ,= 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10

B = 3,36 6,29 8,93 11,49 13,99 16,46 18,90 21,32 23,71
Tab. 1. B als Funktion von log Q,.
10

Zwischenwerte konnen hieraus leicht durch Inter-
polieren erhalten werden. — Fiihrt man B nach
(7,1) an Stelle von b in Gl. (5,5) ein und setzt an-
schliefend V' B gleich der neuen (im folgenden
mit y bezeichneten) Integrationsvariablen, so er-
hélt man statt (5,5) :

f(O) ©dO
ymnx * : :
’ X _.L+L—l 2 Y
e G)({Q ydyJ, |— Qf” (4 R
2B | TN v Y
Le 6 e (7,2)

11 Wir bezeichnen hier © als ,rdumlichen” Streu-
winkel (spatial angle) im Gegensatz zu dem auf eine
die Einfallsrichtung enthaltende Ebene ,,projizierten®
Streuwinkel (projected angle) @ . Vgl. § 8.

(mit y,. =V Q,-B). In dieser Form kann nun
f (©) ohne Schwierigkeiten nach fallenden Poten-
zen von B entwickelt werden. Geht man zugleich

zu y, V' B als Winkeleinheit iiber und bezeichnet
mit

$=0/(z,-VB)

den in dieser Einheit gemessenen Winkel, so lautet
die Entwicklung:

£ ()& dd (7,3 a)
_ o =9 1 .0 1 |
_0d0l2e +5f (0)+737f2>(0)+...J

mit

1 ~ '—ﬁ 72 2\n

(n) N o ?/ ]/

@)=+ /z/dz/Jo(M)e * (Z log—4—).
0 (7,3b)

(Bei Beschrankung auf endlich viele Glieder dieser
Entwicklung darf als obere Integrationsgrenze
statt des sehr grofien aber endlichen y,, Wwieder
co gesetzt werden.) Die Normierung von f (&)

(7,3a) ist so gewdihlt, dab | [ ($) $d9=1 ist; die

entsprechenden Normierun(:gsintegrale fiir fO(9),
f@(9) usw. verschwinden. — Die Funktionen
fO(S) und @ ($) nach (7,3b) sind im mathema-
tischen Anhang (S.941f.) auf einfache Integrale
zuriickgefithrt?®. Das Ergebnis dieser Rechnung
fiir f®(9) sei hier angegeben®:

1@
=2¢ P92 —1)[Ei (9% —log 92 + 2 — e’}
(7,3 ¢)
Die Funktionen fM(8) und f@ (8) sind in den
Spalten I u. IT der Tab. 2 tabuliert. Ferner ist der
Verlauf von 4fM (8) und 4@ ($) zusammen mit
28¢—U"in Abb.1 graphisch wiedergegeben. Die
genauere Diskussion des Verlaufes der f™ (3) an
Hand von Reihenentwicklungen und asymptoti-
schen Formeln sowie die Berechnung von Mittel-
werten moge weiter unten zugleich fiir die Vertei-
lungsfunktion des projizierten Streuwinkels erfol-
gen, die wir zunéchst ableiten wollen.

§8. DieVerteilung f(®) dd der
projizierten Streuwinkel

Bei Nebelkammerexperimenten wird meistens
nicht der bisher allein betrachtete raumliche Streu-

15 Auf die Moglichkeit hierzu wurde ich freund-
licherweise von Hrn. Prof. Heisenber g aufmerk-
sam gemacht.

16 Bezeichnungen nach Jahnke-Emde, 3. Aufl.
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I o1 ur | woo v

ooy e @] e | P
| 408456 +249 | O | +00206 | +0416
| 40700 4207 | 02 | —0,0246 | + 0299

+0343  + 105 04 | —0,1336 | —+ 0,019
0073  —0003 06 | —0,2440 | —0,229
. _039% —0606 08 | —0,2953  —0292
0528 —0636 1 —0,2630 | — 0,174
. 0477  —0305 | 1,2 | —0,1622 | + 0,010 |
0318 40052 | 1,4 | —00423 | 40,138
0147 | 40243 | 1,6 | 40,0609 | + 0,146 |
0000 40288 | 18 | +01274 40094
40080 40131 2 | +0147 | +0,045
40,106 +0020 22 40142  —0049
| +0101  —0046 | 24 +0,1225 . —0,071 ]
| 40082 —0064 26 1 40,100 | — 0,064
| +0,062 | —005 | 28 | 40,078 ] — 0,043 |
| 4+0045 —003 3 | +0039 | —0024
| 10033  —0019 32 40045 | — 0,010 |
| 40,0206  + 00052 = 35 | 400816 | +0,001
; 400105 | 400011 4 | +00194 ‘ +ooos |

| |

Tab. 2. Die Funktloner} f(z)()ﬁ) f@) (9), O (¢) und
(2)

70

+45

5

9§ —

Abb. 1. Die Entwicklungskoeffizienten in Gl (7,3a)
fiir die Verteilung der rdumlichen Streuwinkel.

winkel © gemessen, sondern dessen Projektion auf
eine die Einfallsrichtung enthaltende Beobach-
tungsebene. Es sei ¢ diese Projektion und ¥ die
dazu senkrechte (nicht beobachtete) Winkelkom-
ponente; die Verteilungsfunktion in & ergibt sich
dann aus (5,5) bzw. (7,2) durch Integration iiber
T von — oo bis 4+ co. Wir benutzen im folgenden
wieder reduzierte Winkelvariable:

¢=P/(1,-VB)

und entsprechend ¢. Um die Integration iiber ¥
ausfiihren zu konnen, miissen wir zunéchst (7,2)
etwas umformen. Fiir die Exponentialfunktion im
Integranden von (7,2) schreiben wir dabei kurz

g (y2). [Im Bereich sehr grofery = y_ .. sei da-
von abweichend g (y2) =0 gesetzt, so daf als obere
Integrationsgrenze oo genommen werden kann 7]
Setzt man fiir J,, in (7,2) die bekannte Integral-
darstellung ein, so erhélt man damit:
f () O dd
co 27T
— 9 dd / ydy 5 / VP Gag ). 8, 1)
0

Y

0

Benutzt man nun in der y-Ebene statt der Polar-
koordinaten y,« kartesische Koordinaten y,,¥,
und entspr. fiir 9 die kartesischen Koordinaten ¢
und ¥ und bemerkt, daB y-$cosz das Skalarpro-

dukt_g; S= Y, ¢ + y,¥ bedeutet, so erhélt man wei-
ter fiir (8,1):

d d dy, dys i y
= (owf yl J2 ’(?/1([+.’/2’o)g(y§+y;23).

6 1)
Fiihren wir nun die Integration iiber ¢ aus und be-
+co

merken, daﬁré—lr_a [dw VY —p (y,) dieFourier-

—co
Darstellung der gewohnlichen (eindimensionalen)
Diracschen 3-Funktion ist, so erhalten wir als Ver-
teilungsfunktion des projizierten Winkels ¢:

+ 00
do .
2nfd%e” 93

dJ cos (y1¢) g (). (8:2)

(l(p

-
0
Da wir im folgenden den projizierten Winkel stets
positiv zihlen wollen (Normierung: ]'f(‘l') dd =
J f (¢) de = 1), so haben wir noch emen Faktor 2

hmzuzufugen indem wir zugleich y statt y, schrei-
ben, ergibt sich somit fiir die Verteilungsfunktion
des projizierten Streuwinkels ®:

f(P)dP
i ”

2dd [ @ i
= dj cos y)e
:c/V [CVB

(8,3)
in vollstandiger Analogie zu (7,2). Entwickelt man

17 Vgl. die Bemerkungen im Anschluf an Gl (5,5).
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wie dort nach Potenzen von 1/B, so folgt weiter:

—@? 1 1 2 )
T g @+ )+
(8,4a)

f(n)( ) _ 7727* di 2 - 1(!/2 1 ’/Z )”
¢)=— v | dycosipy)e 4987 )

o (8,4b)
In den Spalten IV und V der Tab. 2 sind die Funk-
tionen f@ (¢) und f@ (¢) tabuliert, und in Abb.2
ist ihr Verlauf graphisch dargestellt. Die Riickfiih-
rung von (8,4b) fiir n =1 und 2 auf einfache
Integrale ist wiederum im mathematischen An-
hang durchgefiihrt [vgl. dort insbesondere die
Gl. (D, 12) und (D, 13)].

+ﬂ’j

A5
A
&
RN
<
N, N,
\\\\\
\
]
\
\
|/
T
]
f

@ —

Abb. 2. Die Entwicklungskoeffizienten in (8,4a) fiir
die projizierten Streuwinkel.

§9. Potenzreihen und asymptotische
Formeln

Setzt man in Gl. (7,3b) die Potenzreihe der Bessel-
Funktion Jo bzw. in (8,4b) diejenige des Cosinus ein
und fithrt anschliefiend die Integration iiber Y aus, so
erhilt man fiir die Funktionen f® () bzw. ) (@)
die folgenden Potenzreihen:

f(l) (9) =2 Z%?l n+1Hw (n +

1) (9,14)
n=0_0
— 0,845, — 3,69, 92+ — ...,
f(2) (0) —9 = (— 02)” ( n-42 )
n! 2
n=0 9, 1b)

(W4 2) + ¥ (0 4 2))
=2493 — 11,17 92 + — .

ol |

j2.)!.

=" 3 TR ety e
= !
7 2 ©,23)
=0,0206 — 1,190 ¢> + — . . . |
2 & (—eY (n+3/2
= 2SS (v 3y
Va % n! 2 (9,2b)

[¥2 (2 + 3/2) + ¥/ (n + 3/2)]
=0,416 — 3,27 g2 + . ..

Diese Formeln geben das Verhalten der f( bei klei-
nem Argument an. Besser konvergierende und daher
fiir die numerische Berechnung geeignete Entwick-
lungen erhélt man, indem man eine Gauf-Funktion
als Faktor abspaltet und den Restfaktor entwickelt.
Z.B. fiir fO (@) ergibt sich auf diese Weise an Stelle

von (9,2a):
, 2 _ |(1 (1)
1) __“ )| - Y il PGS |
fw)~]/ge 12 <p‘1’2 ®
4 6
t— gty
1.2.2  9.3.2.2
9 92
8
e AR I CX 1
Bdiggyg |

Um auch das Verhalten der Funktionen f( bei
grofem Argument zu bestimmen, entwickeln wir die
Gaufi-Funktion e—%*s im Integranden von (7,3b)
bzw. (8,4b) nach Potenzen des Exponenten. Die Inte-
gration iiber y 1aBt sich dann gliedweise mit Hilfe
der Formel I, Anhang (A,4”) ausfiihren (vgl. auch
Anhang C, S.94). Auf diese Weise erhiilt man:

2 8 36 192
PO~ G +go + 5o + g+
2
S Y B S vy (9,3a)
(- 5)
16 3
(2) . s —
f (0) =98 (log &} 2) 0.5
3
144 11 ’
+ 7587(10g“/17— *6'*) + ceey
3 11,25 52,5
(1) o - o Lt
i (p) = s T @° + @7 ?°
1 (9, 4 a)
=~ 7ﬁ77*977‘3/§ ¥
v — )¢)
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6 25
® (p) = (log 2y — *’1’2*)

45 (1 Y. 49) (3 45)

+(P7 ogav @ 20 +...
Wie diese Formeln zeigen, gehen die Funktionen
fO(9) bzw. f@O (¢) bei grolen Argumenten in das
Rutherfordsche Gesetz der ,Einfachstreuung"
iiber 8. Im Gegensatz zu den Annahmen der Williams-
schen Theorie geht dieser Ubergang jedoch sehr lang-
sam vor sich; die Abweichungen vom Rutherfordschen
Gesetz sind bis zu groBen Argumenten hin noch be-
trichtlich und betragen z. B. bei 4 £ ¢ 27 noch etwa
10%. — Die Ersatzformeln auf der rechten Seite in
(9,8a) und (9,4a) sind bereits von Argumenten
> 3,2 an gut brauchbar (mit Genauigkeiten von etwa
2 bzw. 1% an dieser Stelle).

§10. Mittelwerte

Es soll jetzt allgemein der Mittelwert

D'krifff(ﬁ) 9 T1d9 der k-ten Potenz des Ge-
0 —
samtstreuwinkels 9 (in Einheiten y, 7 B) be-

1
stimmt werden. Der von dem Gliede —, f ™ (9) der

Entwicklung (7,3a) herriithrende Beitrag dieses

Mittelwertes sei mit 57'(") bezeichnet; fiir diesen
gilt nach (7,3b):

I ‘?[7/2 :1/‘2]"
0 —ABnn!jydye 7—4—log~4——

0 o

-fJo (y T add.

0

(10,1)

Das Integral iiber J hierin 1aBt sich mit Hilfe der
Formel (C, 3) des mathematischen Anhanges aus-
werten, womit weiter folgt:

9 =
B"n! (10, 1)
k
5:3 _’;i yg yg n 2" 2 PR
- | ydye [-v—flog —71] — (7)
preotilhipg b

18 Die Zusatzglieder erster Ordnung vom Ruther-
ford-Gesetz, d.h. die Glieder bis 9—6 in (9,3) bzw.
bis ¢—5 in (9,4) gelten auch, wenn nur Mehrfach-
streuung vorliegt, da es fiir diese in Strenge nur auf
das einzige in der Entwicklung (5,4) mitgefiihrte
Glied auf der rechten Seite ankommt.
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und mit ¢ = y2/4 als neuer Integrationsvariablen:

7—];(11) 72

'l = -
k

n ' v ]

B n! ( 9 1) !

e "
: ] dte " 72 'lognt. (10,17)
0
Ganz entsprechend gilt fiir den Beitrag des Gliedes
1
B f®(®) in (8,4a) zum Mittelwert der k-ten

Potenz des projizierten Winkels ¢:

co

S0 9 T = -1{:7 [ y? % ]u
aB"n! fdy ‘ 4 log 4

& =
0 - (10, 2)
~[cos (@) " do
b

sowie weiter durch Anwendung der Gl. (C, 5) des
mathematischen Anhanges:

7(”) 2
Y T aBa (10, 2)
— k—1
e _y_z 2 2 »” l/ni'iz""'! I.‘I
. [ e 2 (,2,) N
[d?’ ‘ [4 log ] J y
. 21— - —1)! -
0 2
und schlieBlich:
k—1,
) 2
@ =
V:[B n!(——~'——-l)' (10,2”)
. {dte_tt’ 2 —llog"t.

Das Integral der letzten Gl. (10,2") ist identisch mit
dem in (10,1”) ; daraus folgt,daB sich der Mittelwert
o . E—1 -k

9¥ von 9% nur um einen Faktor —5 !/(V a ?!)
unterscheidet, was sich natiirlich auch ganz all-
gemein zeigen l48t. Das erwéhnte Integral 146t sich

ausdriicken als die n-te Ableitung nach p des
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Eulerschen Integrals J dte='tr — p!, genommen

k 0 .
bei p = n———;df—l, und laft sich daher auf die

logarithmische Ableitung ¥ und deren Ableitungen
zuriickfithren. Auf diese Weise erhélt man?:

2 2
_k wri— K ) purfy _ F [
N 2)%’.

(10, 3)

Der gewohnlich aus den experimentellen Daten
bestimmte Mittelwert ist der des Winkels selbst;
fiir diesen ergibt sich nach (10,3) mit ft = 1 *:

2. 1 [, 09%2 0117 \
;,9_@_??‘14_ g +"'_f'
(10, 4)

Gerade dieser Mittelwert ist aber fiir den Vergleich
zwischen Experiment und Theorie nicht sehr gut
geeignet, da zu ihm der [in dem Anteil f® (3) bzw.
[®(¢) enthaltene] ,Einfachstreuungs-Schwanz*
einen verhéltnismiaBig groBen Beitrag liefert.
Wegen der relativ geringen Hiufigkeit der groflen
Streuwinkel sind die Schwankungen der experi-
mentellen Statistik in diesem Bereich besonders
groll, was eine relativ groBe experimentelle Un-

sicherheit des Mittelwertes § bzw. ¢ zur Folge hat.

1 Aus der angegebenen Berechnungsweise folgt fiir
()
die Mittelwertausdriicke 8*  der Giiltigkeitsbereich

(n)
—2 <k <2n und fir die ¢* der Giiltigkeits-
bereich —1 <k <2n. Die obere Grenze dieser Be-
reiche ist durch die Beschrinkung p > —1 fiir die
Giiltigkeit des Eulerschen Intgrals fiir p! gegeben,
wihrend die unteren Begrenzungen aus den entspre-
chenden Giiltigkeitsbereichen der Formeln (C, 3) bzw.
(C,5) des mathematischen Anhangs folgen. AuRer fiir
n =0 sind dies auch tatséichlich diejenigen Bereiche,
in denen die betreffenden Mittelwerte konvergieren.
Fiir n=0 riickt die obere Grenze fiir k his + o0
hinaus, wie die fiir diesen Fall mogliche direkte
—(0) 0 LR
Berechnung 4% =2 f Pl di) = (k/2)! und
—(0 0 &
entspr. fiir (r"() zeigt. Der Giiltigkeitsbereich der
vollstindigen Formel (10,3) ist somit durch das zu

Giinstiger in dieser Hinsicht liegen die Verhilt-
nisse z. B. beim Mittelwert der Quadratwurzel des
‘Winkels, fiir den man erhilt:

1 1

v _ @2

0,906 — 0,691 (10, 5)
[y 0211 0349
_l1+ B Bﬂ‘“L"'['

Wird der projizierte Winkel gemessen, so ist
noch ein weiterer Umstand bei der Auswertung der
Experimente zu beachten, auf den in der Literatur
bereits hingewiesen wurde?. Unsere Winkelver-
teilungsfunktion f(¢) (vgl. § 8) war abgeleitet
worden unter der stillschweigenden Annahme, dag
senkrecht zur Beobachtungsebene beliebig grofe
Winkel ¥ vorkommen kénnen. Nun werden (und
wurden inshesondere in fritheren Jahren) hiufig
flache Nebelkammern verwendet, in denen Bahnen,
deren Querablenkung ¥ einen gewissen Grenzwin-
kel (von z.B. 10° bis 15°) tiberschreitet, nicht be-
obachtet werden konnen. Fiir den Grenzfall der
»unendlich flachen Kammer* 146t sich dieser Um-
stand (wie dies auch von Goudsmit und
Saunderson bereits geschehen ist) leicht theo-
retisch beriicksichtigen, da fiir diesen Fall statt der
Verteilungsfunktion f(¢) diejenige des Gesamt-
winkels f (4) mit entsprechend geéinderter Normie-
rung zugrunde zu legen ist. Beriicksichtigt man
diese gednderte Normierung, so findet man, daf fiir
den mittleren Winkel in der ,,unendlich flachen

Kammer* ¢ ;, g j= 1/9—1 und fiir die mittlere Qua-

fl.K‘=5D3/qu setzen
ist. Damit ergibt sich numerisch nach (10, 3) fiir

dratwurzel des Winkels L3

n = 1 gehérige Entwicklungsglied bestimmt. Der
quadratische Mittelwert divergiert wegen des in
fO (8) bzw. fO (¢) enthaltenen , Einfachstreuungs-

Schwanzes® (genauer: zu 92 tragen wesentlich grofie
Winkel bei, so dal die benutzte Niherungsform des
Rutherford-Gesetzes unbrauchbar wird). Es sei hier
betont, dall die wesentlich vom quadratischen Mittel-
wert Gebrauch machenden ,Diffusions“-Theorien der
Vielfachstreuung auf der Vernachlissigung der Ein-
fachstreuung beruhen, was in unserem Falle auf die
Ersetzung der vollstindigen Verteilungsfunktionen
durch die Gaul-Funktionen erster Néherung hinaus-
laufen wiirde.

20 Die entsprechende Mittelwertformel von Wil -
liams in ihrer 1941 verbesserten Gestalt erhilt man,
indem man (¢)2 nach (10,4) als lineare Funktion in
log Q% annihert. Das gleiche gilt fiir die von
Goudsmit u. Saunderson angegebene Inter-
polationsformel.
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die Mittelwerte der flachen Kammer:

- _ 1 ;00182 0,369 \
q/(ﬂ.K) = V:;[i’ l -_— B 82 + .. .J
&
and (10,4
1 0,0387 0,515 ‘
OE = 0,691{1 + AT S : .
(10, 5%)

Die Benutzung des Mittelwertes der Quadratwur-
zel des Winkels ist, wie der Vergleich von (10,5")
mit (10,5) zeigt, auch insofern giinstig, als fiir die-
sen der Unterschied zwischen dem Fall der hohen
und dem der flachen Kammer verh#ltnismifig ge-
ring ist.

§11. Giltigkeitshereich der Theorie
der Vielfachstreuung

Bei der Entwicklung nach Potenzen von 1/B (§§7
u. 8) haben wir die hoheren als quadratischen Glieder
nicht mehr mitberiicksichtigt, wodurch also ein Feh-
ler von der Ordnung 1/B3 bedingt ist. Wegen B ~ 10
reicht die darin bestehende Genauigkeit praktisch
aus. Im Vergleich mit diesem Fehler ist derjenige, der
in der Vernachlédssigung des zweiten und der hoheren
Glieder von (5,3) besteht (worauf unsere ganze Viel-
fachstreuungstheorie beruht) im allgemeinen sehr
viel kleiner, ndmlich, wie man leicht zeigen kann, von
der Ordnung 1/Q;B =~ ¢—B [ (letzteres wegen (7,1)].
Es erscheint nun verniinftig, als Giiltigkeitsgrenze
der Vielfachstreuungstheorie denjenigen Wert von B
zu nehmen, fiir den die beiden genannten Fehler etwa
einander gleich werden, da es ja keinen Sinn hitte,
die Entwicklung nach Potenzen von 1/B weiter zu
treiben, als der Genauigkeit der ganzen Theorie ent-
spricht. 'Aus eB ~~ B3 ergibt sich somit

B=45, 0Q,=20

als untere Grenze fiir die Giiltigkeit der Theorie der
Vielfachstreuung; die Genauigkeit ist hier noch ~1%.

§12. Vergleich mit Experimenten
iiber Vielfachstreuung

In Abb.3 sind die Ergebnisse teils dlterer und
teils neuerer Experimente mit der Vielfachstreu-
ungstheorie verglichen?.2%2%2:, Die bei den ver-
schiedenen Experimenten zur Charakterisierung

2 J.A. Crother u. Schonland, Proc. Roy.
Soc. [London] 100, 526 [1922].

2 H Geiger u. W. Bothe, Z. Physik 6, 204
[1921].

der Streubreite gemessenen Winkelgrofen, d. h. der
mittlere Winkel, der Wendepunktswinkel usw.
wurden, um vergleichbar zu sein, auf eine einheit-
liche Grofie, ndmlich auf das durch y? dividierte
mittlere Winkelquadrat der best-angepafiten Gaufi-
Funktion reduziert. Diese Grofle sollte mit der
theoretischen Grofle B (ausgezogene Kurve in
Abb. 3) iibereinstimmen. Als Abszisse wurde als
ein einheitliches Maf} der Schichtdicke die (aus den
experimentellen Daten entnommene) Grofle Q,
aufgetragen. — Die genannte Reduktion geschah
z. B. im Fall des mittleren Winkels mit Hilfe von

o 0
° c
c
oAl
70 alg L 4 = /
o,
‘+Ay+y+‘9 A g /OIOAZ 6
s, AL+ O+ o’%
as Psaa . B om
A

. a A °»

Ao+,

Ay, A;Ag L%
Ak
Alo DAL
% |
g 7 z 3 ¥

Abb. 3. Vergleich experimenteller Ergebnisse mit der

Vielfachstreuungs-Theorie. ® = Sheppard u. Fowler.

o = Oleson, Chao u. Crane. + = Crother u. Schonland.
O = Geiger u. Bothe.

Gl (10,4) (sowie analoger Formeln in den iibri-
gen Fillen) mit Benutzung des aus den experi-
mentellen Daten folgenden .

Wie man sieht, zeigt Abb.3 die gleiche starke
Streuung der experimentellen Werte, wie sie beim
Vergleich mit den #lteren Theorien gefunden
wurde. Inwieweit diese Diskrepanzen durch die
beim Vergleich noch nicht beriicksichtigten Ein-
fliisse des Energieverlustes und der Gitterstruktur
bedingt sein konnen, beabsichtigen wir im folgen-
den T1IIT dieser Arbeit noch nachtriglich zu
untersuchen. — Bei den élteren Messungen ! 2? ist
iibrigens eine genaue Ubereinstimmung mit der
Theorie nicht zu erwarten, da sie mehr vorldufig
orientierenden Charakter tragen und z.Tl. auch
aulerhalb der Grenze der Giiltigkeit der Vielfach-
streuungstheorie fallen.

3 N.L.Oleson, K.T.Chao u. HHR.Crane,
Physic. Rev. 60, 378 [1941].

2 C.W.Sheppard u W.A Fowler, Physic.
Rev. 57, 273 [1940].
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Mathematischer Anhang

A. Am einfachsten beweist man die (4,1) entspre-
chende allgemeinere Beziehung fiir gewohnliche
Fourier-Integrale (auch nicht-zylindersymmetrischer
Funktionen) der Form

- > >
eiu,.ﬂ)

(A, 1)

Fiir diese gilt:

dGJ_, - = =, /' dO’I, : 'dG!,

PEACEL i I B fTT
doy = = d@H—@s—

ffz,fw ) v, () e 1D (4,2)

woraus wegen der ,,Orthogonalititsbeziehung®:

Vo i@T-D_y 77 as
2 =0,(y—y) (4,3)

[vgl. die Definition der bereits in (3,1a) eingefiihrten
zweidimensionalen Diracschen §-Funktion] folgt:

dO’x, — - 3
21 u, (:l‘— )”2('77)
do — — z_;:; (A74)
=ff2‘;vl W) v, () e,

(A,4) hat bereits die Gestalt der GI. (4, 1) und ist
allgemeiner als diese. Speziell fiir zylindersymmetrische
Funktionen u bzw. v, die nur von den Betrigen
z, y abhingen, gehen bei Einfiihrung ebener Polar-

koordinaten y,a in der ;;-Ebene (mit do, = y dy da

und (;,3_;) = zy cosa) und Ausfithrung der Integra-
tion iiber o die allgemeinen Fourier-Integrale (A,1)
und (A,4) in Jo-Integrale iiber, womit (4,1) bewie-
sen ist.

B. Fiir das folgende gehen wir aus von dem Inte-
gral iiber die zweidimensionale Gaufll-Funktion in der

+ co
do, _ gy 2
s2e =2 @B
J 2z a
—c0

-

Die Vektorkonstante y, darf dabei auch komplex und

Z. B. = —
a

tor) gesetzt werden, womit folgt:

>
y-Ebene:

- —
x (x ein reeller zweidimensionaler Vek-

do, _ﬁ{iﬂ(:,;) 4 _ay
f[ﬁe =fydyJo(rz/)e *
0
2, %
= a’e (B’Q)

Die zweite Gl. (B,2) werden wir im folgenden noch
mehrfach benutzen, um eine Reihe weiterer Trans-
formationsformeln abzuleiten, und zwar zuniichst die
Gl. T (A,2): Dazu multiplizieren wir die zweite
Gl (B,2) links und rechts mit ¢~ “*a?da und inte-
grieren (bei Beschrinkung auf p > —1) iiber a von
Null bis + 00. Auf der linken Seite fiihrt diese Inte-
gration auf p!; das Integral auf der rechten Seite
werde durch Einfiithrung der neuen Integrations-
variablen ¢ gemifl a = 2z ¢¥% umgeformt, womit folgt:

[ee]

ydyJ, (@y)
(1 + ?/2)1’+1

—ax Cof Y

= Lp (). (B,3)

! dy Cof py e

(p! bedeutet die Gammafunktion.) Damit sind die
Transformationsformeln I, Anhang (A,2) und (A, 3)
bewiesen.

C. Die (zweite) Gl. (B,2) werde jetzt rechts und
links multipliziert mit a—?—1 da. Die anschliefende
Integration iiber o darf in diesem Falle nicht einfach
(wie unter B) lings der reellen a-Achse genommen
werden, da dies auf divergierende Integrale fiihren
wiirde. Wir wihlen daher den Integrationsweg in der
komplexen a-Ebene, der von -+ 0o bis 4 co unter
Umgehung des Nullpunktes im positiven Sinne fiihrt,
und den wir symbolisch mit C bezeichnen:

(00}

da -~
fydyJo(xy)[We *
0 c

do, =%
=2v/‘_+_—28 .
a?
c

Fiir das Schleifen-Integral iiber « auf der linken
Seite von (C,1) gilt bekanntlich fiir alle p: .

2 . -1
da -7 2mi(y? v, b
PrEa = 4

R

(U9

€, 2)
c
Das Integral auf der rechten Seite von (C,1) zerfallt

in die Differenz zweier lings der positiv-reellen
Achse genommenen Integrale auf benachbarten Blit-

5 —27ip —2p—2
tern und wird daher = 2 [e — 1] plz
(Giltig fiir p > —1.) Damit ergibt (C, 1):

2 2 —2p—2
/‘g/ dy J, (x ) (’/T)p = __'2E sinappl x
’ . 2p! Pt
 (—=p—1)!
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Differenziert man dies ein- bzw. zweimal nach p, so
folgen die weiteren Formeln:

oo
2

]yd/J (IJ)(/T) og ¥y

0
2 p! p2
- (—p—D!

sowie:

[—2logz+ ¥ (p)+ ¥ (—p—1)]
(€ 3)

[oo)

2 —2p—2

fydyJ(wJ)(‘/) log? '~=

0

2pta™™
(—p—1)!

{[—2 logz + % (p) + ¥ (—p—1))?
Y (p)— ¥ (—p—1)}. (€3

Geht man an Stelle von (B,2) von der Fourier-
Darstellung der eindimensionalen Gauf-Funktion:

oo

fdycos (xy)e_ﬂi: V% e ©

0

€9

aus, so erhilt man entsprechend (C,3) in ganz analo-
ger Weise fiir p > —1/2:

Vap—1,)! s

fdycos(xy)(f)”= i oo L ,
b == (©,5)

woraus wiederum weitere Formeln durch Differenzie-
ren nach p zu erhalten sind.
D. Nach (7,3b) ist:

[
2 5

I LA
n!/ ydyJ, (yd)e (—E—logT) .

£ () —

D, 1)

Diese Formel soll jetzt ausgewertet werden. Dazu
gehen wir von der zweiten Gl. (B,2) mit 1+ 74 an
Stelle von a aus, multiplizieren diese mit %—P—1dn
und integrieren iiber 7 lings des komplexen Integra-
tionsweges C. Mit Benutzung von (C,2) folgt dann
ahnlich wie im Abschnitt C:
(o] y‘l
4

f vy J,(y 9 e (—y;)p

0 D2
T

'i.’tp
:Vp‘.e. Qf dnl e
2mi np+ 1+7]
[

Fiir das folgende ist es bequem, hierin p! durch das
Eulersche Integral auszudriicken, womit die rechte
Seite von (D,2) lautet:

(D, 2)

TEILCHEN II 9%
_
- 1 i P, 1+7
= / dse o 5‘;-) .(D,2)
n n | 149

Differenziert man dies m-mal nach p und setzt an-
schlieBend p = n, so folgt fiir f(» (#) nach (D,1):

(n) 9) = —— y e, —CEn 1 i
o=y [aeie L
’ 0?2 D,3)
T ody [ n , ]"e—l“”’
. log - — i —
J nn—{—l g & 1+ n

Im folgenden werden wir der Ubersichtlichkeit hal-
(o]

1 ¥ i
7/d§e = £" nicht mit

0
hinschreiben; die Integration iiber £ kann bei den
Endformeln bequem nachgeholt werden. — Mit dieser
Verabredung lautet (D,3) speziell fiir n = 1:

9*
W gy~ L dﬂ e 1TV D
)= f [1og 2 —ia] s 00

Unser Ziel ist nun, das Schleifenintegral in (D,4) in
ein Integral lings der reellen Achse zu verwandeln.
Dazu miissen wir die bei y = 0 divergierenden Terme
vom Integranden subtrahieren und gesondert behan-
deln. Der erste, am stidrksten divergierende Term
kann ohne weiteres abgezogen werden, da sein Bei-
trag zum Integral an den Grenzen + ©© wie n—1 ver-
schwindet. Nachdem dies geschehen ist, geht man
zweckméfig zu der neuen Integrationsvariablen ¢ ge-

iiber, womit f() (#) lautet:

ber den Integraloperator

mifl 1—1t= _ )
1

w g0t 16T ;
U lrog e —ia]
)= lf tﬂ["g(l—t)g o

"6
A —1et?” —1}.(D,4)

(Der Integrationsweg verlduft hierbei, ausgehend
von ¢t = + 1 zunéchst lings der reellen Achse auf den
Punkt ¢ =0 zu, umkreist diesen im positiven Sinne
und kehrt schlieflich lings der reellen Achse zu
t = + 1 zuriick.) Der Integrand von (D,4’) enthilt
noch einen vom ersten Entwicklungsgliede der ge-
schweiften Klammer stammenden logarithmisch diver-
gierenden Term, dessen Beitrag zu f (%) wir ge-
sondert betrachten; dieser lautet:

—0! , 1e~’“ t
(D, 5)
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Hierin ist der zu log (1 —1¢) gehorige Teil des Inte-
granden bei t= 0 regulir und liefert daher keinen
Beitrag zum Integral. Der zu logt gehorige Teil des
Integranden liefert den gleichfalls verschwindenden
Beitrag ; [(+in)*— (—in)?]:

den Anteil (D,5) von fM (8):

es bleibt somit fiir

— 2P —1)log & (D, 5
oder nach Ausfiihrung der Integration iiber Z:
—2¢ @ —1nY1). (D3

Tiigt man noch den nach Abzug des linearen Gliedes
der geschweiften Klammer in (D,4’) verbleibenden
Rest hinzu, so folgt schlieflich insgesamt:

Nw=wﬁﬂ4W—nwm
1 = (D,4”)
+ [72[(1—t‘)e“’*—l—t(ﬂﬁ—l)]}-,

was durch partielle Integration in die in (7,3¢) an-
gegebene Form gebracht werden kann.
Fir n =2 kann man in (D,3) die ersten beiden

e— DA +1)
— im Integranden
1419

sofort abziehen, da diese keinen Beitrag zum Inte-
gral liefern. Mit der neuen Integrationsvariablen ¢
folgt dann &hnlich wie (D,4’) (unter Fortlassung der
Integration iiber &):

Entwicklungsglieder von

—92 l,e‘_'.'(i 2
@9y __ ° dl[ __® ]
7= . f 5 log d—0¢ im

AQ =02 —1— (@ —2)t). (D,6)

Der von dem in ¢ quadratischen ersten Entwicklungs-
gliede der geschweiften Klammer in (D,6) stammende
logarithmisch divergierende Term des Integranden
von (D,6) liefert als Beitrag zu f®) (9):

—e .
4 0 [5 2
%11 (2 —29 +1)
1.2 (D,7)

.f ¢ g(l—t)§ 27 .

Zur Auswertung desselben zerlegen wir den Integra-
tionsweg gemif:

1.627i ¢ g27Ti 1.62Ti 1
1 3 ‘[ . ‘/
_g-ez"“ &

GELADENER

TEILCHEN II

Das erste, auf einem kleinen Kreise um ¢ = 0 mit dem
Radius ¢ genommene Teilintegral ergibt [da log (1—1)
dort wie ¢ verschwindet, bis auf 0 (¢)]:

e SRS 1y e 8 € A
{. = _3——1[10g——§— +z:v] — [log : —z:r],
2
=2 :tz'[log2~§— _;] (D, 8a)

Das zweite langs der reellen Achse zwischen ¢ und 1
genommene Teilintegral wird:

l,e.?.Ti % 1
dt t
- :4,,' — —
/ ”,[ ey
[ &

2
=2mi [log2 i — log‘l% + }] (D, 8 b)

[5>]

)
[
bS]

1
(bis auf 0 (¢) mit Benutzung \'on/‘,‘%{ log (1—1t) =
0

— _%2_) Damit folgt insgesamt fiir den Beitrag (D,7):

b Ot
20”7 (*1?7 — 20+ 1)log?s. (D7)

Fiigt man hierzu noch den restlichen, nach Abzug des
quadratischen Gliedes der geschweiften Klammer in
(D,6) verbleibenden Anteil von f2)(8#) und beriick-
sichtigt, dall bei der Integration iiber &: log& — W' (2)

und log2E— [W2(2) + ¥’(2)] iibergeht, so folgt
schlieflich:
@)
—9 e“""’{(—‘g 29t 1) [¥2(2) + ¥ (2)]
1
+ 2[% [log Ff——t) —w (2)] [(1 et

é
—1—(9—2)t— %._2.02_1_ l)tz]}‘
(D, 9)

In ganz entsprechender Weise, wie wir es fiir den
Gesamtwinkel 4 soeben durchgefiihrt haben, sind auch
die durch (8,4b) gegebenen Integralausdriicke

2 —"i y? Y2 \n

() e 9

7 (p) = nn!fdycos(yqo)e (4 log 4)
0

(D, 10)
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fiir den projizierten Winkel ¢ auszuwerten, wobei man nur statt von (B,2) von dem Fourier-Integral
der eindimensionalen Gaull-Funktion (C,4) auszugehen hat. Analog zu (D, 3) erhiilt man auf diese Weise:

(p‘.l

y @ [ .1 dn n . e 't
(@) =—— [ dee 5 ¢ ——,[-— [lo v,;—z:r] — (D, 11)
e Van! e T gan) e V14
Speziell fiir n =1 ergibt dies weiter: 1
2 ¢ 1 at [\ g2 , 1
O @) =—=c" —(¢2—‘—)w(1)+f“l1/1—ze —1—(p—)t]y, @12
Va | 2 t 2"l

0
was durch partielle Integration noch umgeformt werden kann in

1
2

£ ()= () {(qvﬁ—

(Dabei bedeutet @ () das Fehlerintegral und 9’ (¢) dessen Ableitung.) Die Auswertung von (D, 11) fir
n = 2 ergibt schliefilich:

1
1z —2) 2 B o,
)I:lOg-i}’ +[1'i7§(e(1 )P _1)]-}—1}——2()0@(@)_ (D, 12%)
0

e = % a {(24 - ?%pi T %) [W @) +w (2>] (D, 1)
1
R T 1

Damit sind die f® (#) und f(® (¢) fiir n =1 und 2 auf bequeme, fiir die numerische Berechnung geeig-
nete Integrale zuriickgefiihrt.

Hrn. Prof. Heisenberg bin ich fiir sein grofes Interesse und sehr wertvolle Ratschlige beim Ent-
stehen dieser Arbeit zu grofem Dank verpflichtet.

Zur Breit-Wigner-Formel I

Von SIEGFRIED FLUGGE=*
(Z. Naturforschg. 3a, 97—104 [1948]; eingegangen am 8. Dezember 1947)

In Fortsetzung einer friiheren Arbeit wird die Breit-Wigner-Formel auf den Fall
mehrerer Resonanzniveaus erweitert und gezeigt, dal dabei charakteristische Inter-
ferenzerscheinungen zwischen den einzelnen Niveaus auftreten, die der experimentellen
Erfassung zuginglich sind. Insbesondere wird der Fall eines engen Dubletts diskutiert
und gezeigt, dal hierbei durch Interferenzerscheinungen eine sehr schmale und hohe
Linie an Stelle zweier normaler zustande kommen kann.

or einiger Zeit! habe ich versucht, eine Her- Mittelpunkt steht, ist folgendes: Wird der Ein-
leitung der Formel fiir den Wirkungsquer- fangquerschnitt nach der ,,Ein-Niveau-Formel”
schnitt beim Resonanzeinfang langsamer Neutro- berechnet:
nen an Atomkernen zu geben, die den quanten- / E o I
mechanischen Gepflogenheiten mehr entspricht als 6= 1 L —_—
die auf das spezielle Problem zugeschnittenen Ab- L (E—E)*+1I*
leitungen, die sich sonst in der Literatur finden®.
In der folgenden Mitteilung wird dieser Gedanken-
gang auf den Fall mehrerer Resonanzniveaus aus-
gedehnt. Das physikalische Problem, das dabei im ]/ E ([ I\®
VA
th

(1)

so erhdlt man fiir thermische Energie E, <E,
gendhert

* (16) Marburg, Wilhelm-Roser-Str. 33 a. 0, (1a)

1 8. Fliigge, Z. Naturforschg. 1, 121 [1946]. Im
folgenden als I bezeichnet. ? Vgl. die Zitate in I



