
F ü r große x,y ergibt sich 

2 -T wn O ) Vn (//)* - e - {x + y) <f S (o) do , (14) 
*H 

woraus der Normierungsfaktor im diskreten Spek-
trum entnommen werden kann. 

3. E r g ä n z e n d e B e m e r k u n g e n . Im drei-
dimensionalen Fal l läßt sich die Darstel lung (10a) 
der Greenschen Funkt ion unter Berücksichtigung 
einer eventuellen Enta r tung der Eigenwerte un-
mittelbar übernehmen. Die (9) entsprechende Dar-
stellung läßt sich zwar allgemein nicht explizit 
angeben, doch ist es hier möglich, und das genügt 
f ü r unsere Zwecke, eine solche Darstel lung zu 
finden, wenn der Quellpunkt Q sich in großer Ent-
fe rnung befindet. Ist überdies der Aufpunkt P weit 
vom Streuzentrum entfernt, jedoch so, daß noch 
r < rQ bleibt, so lautet sie 

G(k;P,Q)~ (15) 

sind Polarkoordinaten des Aufpunktes P; 
rQ = Ent fe rnung des Quellpunktes vom Koordi-
natenanfangspunkt . Der Quellpunkt ist auf der 
positiven s-Achse angenommen. 

Der Klammerfaktor in (15) ist eine Überlage-
rung einer vom Quellpunkt ausgehenden ebenen 
Welle und einer vom Streuzentrum gestreuten 
Kugelwelle. Letztere läßt sich in Partialwellen 
zerlegen 

oo l 

1 = 0 m = -l (16) 

Die Greensche Funkt ion löst also das Streu-
problem f ü r eine aus einem Quellpunkt Q kom-
mende Teilchenwelle an einem Streufeld. Die ge-
streute Intensität im Vergleich zur einfallenden 
wird f ü r en t fe rn te Q durch \S(k ; -S , ? ) \ 2 - rp 2 

gegeben. Darüber hinaus enthält die Greensche 
Funktion unter den Unendlichkeitsstellen der 
Funkt ion S oder der Koeffizienten Slm, als analy-
tische Funktionen von k betrachtet, die Eigenwerte 
des diskreten Spektrums. Es gelten analoge Be-
ziehungen zu (12), (13), (14). 

Damit enthält die Greensche Funkt ion bei gro-
ßer Entfernung von P und Q vom Streuzentrum 
(mit rp<rQ) dieselben Informationen wie die 
Streufunktion cp) bezw. wie die Koeffizien-
ten Slm(k) und ist ihr damit gleichwertig. 

Im Falle des Coulomb-Potentiales ist das 
asymptotische Verhalten der Wellenfunktionen 
etwas anders als in (2) bzw. in (15) angegeben, 
doch lassen sich die obigen Überlegungen f ü r die-
sen Fall leicht modifizieren. Im übrigen können 
hier die Aussagen (12), (13), (14) direkt nach-
geprüft werden. Das wurde in 2-3 f ü r die Schrö-
dinger- und f ü r die Dirac-Gleichung durchgeführt . 

Verwickelter sind die Verhältnisse bei Mehr-
teilchenproblemen, insbesondere hinsichtlich der 
anschaulichen Deutung des Zusammenhanges der 
Greenschen Funkt ion mit dem allgemeinen Stoß-
problem. Hierauf kann vielleicht später eingegan-
gen werden. 

Hrn. Prof . A. S o m m e r f e l d und Hrn. Prof . W. 
H e i s e n b e r g danke ich f ü r ihr In te resse an dieser 
Untersuchung, Hrn. Dr. R e s J o s t (Zür ich) da fü r , 
daß er mir seine Arbei t vor ih re r Veröffent l ichung 
zugänglich machte. 

Theorie der Streuung schneller geladener Teilchen II 
Mehrfach- und Vielfachstreuung 1 

V o n G E R T M O L I E R E 

Aus dem Kaiser-Wilhelm-Ins t i tu t f ü r Physik , Hechingen 
(Z. Naturforschg. 3a, 78—97 [1948]; eingegangen am 8. Oktober 1947) 

Die Theor ie der inkohärenten Mehrfach- und Vie l fachs t reuung zu (absolut) kleinen 
Winkeln wird neu entwickel t . Gegenüber den bisherigen Theorien, auf deren Methoden 
z .Tl . au fgebau t wird, werden folgende For t schr i t t e erziel t : 

1. Es wird das in Tl. I abgelei tete, f ü r beliebige Wer te von a = z Z / ( 1 3 7 ß ) gültige 
Einze ls t reugese tz zugrunde gelegt. 

1 Habi l i ta t ionsschr i f t Tübingen 1947. 
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2. Bei S t r euung an dünneren Schichten („Mehrfachs t reuung") muß das in Form einer 
In t eg ra lda r s t e l l ung („al lgemeines Fehlergese tz" nach W. B o t h e) e rha l tene Ergebn i s 
numerisch ausgewer t e t werden. Einfache Methoden h ierzu werden angegeben. Danach 
ist es auch möglich, r ü c k w ä r t s aus der experimentel l gefundenen S t reuwinke lve r t e i lung 
das Einze ls t reugese tz zu ermitteln. (Spezielle D u r c h f ü h r u n g im folgenden Tl. I I I . ) 

3. Bei g rößere r Schichtdicke („Vie l fachs t reuung") ist eine Reihenentwicklung mög-
lich, die die S t reuwinke lve r t e i lung im ganzen Winkelbereich (einschließlich des Über-
ganges von der eigent l ichen „Vie l fachs t reuung" bei re la t iv kleinen Winke ln zum „Ein-
fachs t reuungs-Schwanz" bei re la t iv großen Winkeln) beschreibt, und zwar : 

f i ß ) Qd6 = \2 + /•(') (&)/B + f(2) # dft ( I a) 

f ü r den „räumlichen S t reuwinke l" (vgl. Anm. 14, S. 88) 9 innerhalb <20 (bezw. — mit 
d(ül2n statt 0 d& — f ü r S t r euung in ein Raumwinkelelement du> bei 0 ) und 

f($) d® = [ ( 2 / V ä ) <T ** + fd ) (q>)/B + ((f>)/B2] dy (I b) 

f ü r den „proj iz ier ten S t reuwinkel $ innerhalb d<J>. Die dabei au f t r e t enden Funk t ionen 
sind auf S. 89 fabul ie r t , und es ist zur Abkürzung : 

# = Q!(XeVB) und q> = $/(zeVB) (II) 

gesetzt mit Benu tzung der Winkelkons tan ten : 

Xc = (22,9 zZ/pcß). VöJÄ [Grad] (III) 

[o = Flächendichte in g/cm2 als Maß der Schichtdicke, A = Atomgewicht ; vgl . auch 
die Ze ichenerk lä rung in § 1. — Die Zahlenkonstante in ( I I I ) gil t f ü r p c in MeV; wird 
IIq in G a u ß - c m als Maß von pelz benutzt, so ist 76400 s t a t t 22,9 einzusetzen.] Die 
Größe B in ( I a , b) und ( I I ) kann mit Hi l fe der Tab. 1, S. 88, als Funk t ion der Größe : 

log Qb = 8,215 + log [Z~2,s (o/A) a 2 / ( 1,13 + 3,76 a2)] (IV) 
10 10 

ermi t te l t werden. ist dabei ein Maß f ü r die mit t lere Anzahl von Einze ls t reupro-
zessen in der Schicht; Vie l fachs t reuung l iegt vor bei Q& > 20 bzw. B > 4,5. — Aus 
( I a , b) folgende Formeln f ü r Mit te lwerte der St reuwinkel siehe in § 10. 

4. Der durch Ionisat ion verursach te Energ iever lus t der Teilchen in der Schicht kann 
nöt igenfa l l s s t r eng berücks icht ig t werden, wobei die Formeln ( I a , b) und ( I I ) unver -
änder t e rha l ten bleiben und nur ( I I I ) und ( IV) in einfacher Weise zu vera l lgemeinern 
sind; vgl . h ie rzu § 6 und insbes. Gl. (6 ,13a u. b) . Dor t sind auch die entsprechenden 
Vera l lgemeinerungen f ü r den Fa l l der Zusammensetzung der s t reuenden Schicht aus 
mehreren Stoffkomponenten angegeben [Formeln (6,9 ') und (6,10')] . 

5. Nach ( I a u. b) gi l t asymptotisch bei ( re la t iv) großen S t reuwinke ln : 

f(8) 6d6 = (2xeI©4) 0d6{ 1 + (4*2/02) [ l o g (Qßz/g) _ 2 ] 1 ( V i ) 
e 

f i ß ) d$ = d<P {1 + (3 x j * 2 ) [ log (Qb &-\72) - l ,780] j . ( V b) 
« 

mit Xc nach ( I I I ) und Q j nach ( IV) . Das Zusatzglied neben der Eins in der geschweif-
ten Klammer in ( V a ) ( f ü r den räumlichen) bzw. ( V b ) ( f ü r den pro j iz ie r ten Streu-
winkel ) beschreibt die Abweichung ers ter Ordnung vom R u t h e r f o r d sehen Einfach-
s t reuungs-Gesetz und gilt f ü r beliebige W e r t e von fij ( insbesondere also auch, wenn 
die S t r euung zu den re la t iv kleinen Winkeln nur mehrfach i s t ) . Die Formeln (Va , b) 
sind daher geeignet , das (noch auf vor-quantenmechanischer Grundlage beruhende) 
W e n t z e l s c h e Kr i t e r i um f ü r E in fachs t reuung zu ersetzen. — Wei tergehende , in den 
Gliedern höherer Ordnung aber nur f ü r Vie l fachs t reuung j> 20) gü l t ige asympto-
tische Formeln siehe in § 9. 

6. Es wird angegeben, wie der Einf luß der G i t t e r s t ruk tu r (z. B, bei S t r euung an fein-
kr i s ta l l inen Metal lfol ien) zu berücksicht igen ist. Die Diskussion dieses Einf lusses f ü r 
spezielle Fä l le soll in einem folgenden Tl. I I I erfolgen. 



Mit den Ergebnissen der I. Mitteilung2 über 
den Einfluß der Abschirmung des Coulomb-

Feldes auf die Verteilung der Einzel-Streuwinkel x. 
besitzen wir die notwendige Grundlage zur Be-
handlung des statistischen Problems der inkohä-
renten Mehrfach- und Vielfachstreuung, das darin 
besteht, die Verteilung der resultierenden Streu-
winkel 0 zu bestimmen, die schnelle geladene Teil-
chen beim Durchdringen einer materiellen Schicht 
(z. B. einer Metallfolie) infolge des Auftretens 
mehrerer bzw. vieler Einzelstreuprozesse an den 
Atomen der Schicht erhalten. (Um inkohärente 
Streuung handelt es sich dabei insofern, als die 
verschiedenen aufeinanderfolgenden Streuprozesse 
als voneinander unabhängig betrachtet werden 
können. Dies schließt jedoch nicht aus, daß f ü r 
jeden einzelnen dieser Streuprozesse Interferenz-
einflüsse durchaus wesentlich sein können.) E s ist 
üblich, bezüglich der (relativen) Größe der resul-
tierenden Streuwinkel 0 zwischen verschiedenen 
Bereichen zu unterscheiden, die als Mehrfach-
bzw. Vielfach- und als Einfachstreuungs-Bereich 
bezeichnet werden. Wegen des verhältnismäßig 
häufigen Auftretens der kleinen Einzel-Ablenkun-
gen x kommen nämlich die relativ kleinsten Streu-
winkel 0 wesentlich durch vielfache (bei größerer 
Schichtdicke) bzw. mehrfache (bei geringerer 
Schichtdicke) Streuung zustande; demgegenüber 
beruhen die relativ großen Streuwinkel 0 wesent-
lich auf dem Auftreten einer einzigen großen Ein-
zel-Ablenkung (neben mehreren bzw. vielen klei-
nen, die hier praktisch ohne Einfluß s ind) . Ab-
weichend von diesem Sprachgebrauch werden wir 
gelegentlich auch (in einem erweiterten Sinne, 
ohne Bezug auf den Winkelbereich) von dem Vor-
liegen von Mehrfach- bzw. Vielfachstreuung 
reden, wenn die Streuung zu den kleinsten Win-
keln (in dem genannten engeren Sinne) mehr-
fach bzw. vielfach ist. 

Bei der im folgenden durchgeführten Theorie 
wird vorausgesetzt, daß der gesamte Bereich der 
praktisch in Betracht kommenden Streuwinkel 0 
(absolut) klein ( e t w a < 2 0 ° ) ist. Im wesentlichen 
die gleiche Voraussetzung liegt bereits den älte-
ren Theorien von G. W e n t z e 13 und W. B o t h e 
(„allgemeines Fehlergesetz")4 sowie den neueren 
(speziell die Vielfachstreuung betreffenden) Theo-

2 G. M o l i e r e , Z. Na tur forschg . 2a , 133 [1947]; 
z i t ier t als I. 

3 G. W e n t z e l , Ann. Phys ik 69, 335 [1922]. 
4 W. B o t h e , Z. Phvs ik 4, 161 u. 300 [1921]; 5, 

63 [1921]. 

rien von E. J. W i l l i a m s 5 und G o u d s m i t 
und S a u n d e r s o n 6 zugrunde . Die Theor ie 
von Wentzel reicht insofern weiter, als sie in den 
allgemeinen Formeln die durch Streuung ver-
ursachte Wegverlängerung in der Schicht berück-
sichtigt. Bei der nutnerischen Auswertung, die 
übrigens nur f ü r Mehrfachstreuung durchführ-
bar ist, kann jedoch dieser Vorteil praktisch nicht 
ausgenutzt werden. — Die Theorie von Goudsmit 
und Saunderson geht scheinbar über die ge-
nannte Voraussetzung hinaus, insofern sie eine 
fü r alle Winkel gültige Entwicklung nach Kugel-
funktionen benutzt. Dieser Vorteil wird jedoch 
dadurch wieder hinfällig, daß sich die Theorie 
auf gleiche in der Schicht zurückgelegte Weg-
strecken der gestreuten Teilchen bezieht; die von 
den Verfassern angegebene „Korrektur erster 
Ordnung" zur Berücksichtigung der Wegverlän-
gerung ist nicht nu r unzureichend, sondern auch 
unrichtig; vgl. hierzu § 5, Schluß. 

Methodisch schließt sich die vorliegende Arbeit 
an die genannten älteren Theorien von Wentzel 
und Bothe an und besitzt außerdem — bei der 
speziellen Ausgestaltung f ü r Vielfachstreuung — 
methodische Zusammenhänge mit der Theorie 
von Goudsmit und Saunderson. Durch konse-
quente Ausnutzung der durch die Beschränkung 
auf kleine Winkel möglichen Vereinfachungen 
sowie durch Anwendung der Fourier-Methode 
wird speziell f ü r Vielfachstreuung eine bequeme, 
rasch konvergierende (genauer : semi-konver-
gente) Funktionsentwicklung erhalten, die die 
Benutzung der (nach Umfang und Genauigkeit 
notwendig beschränkten) numerischen Tabellen 
von Goudsmit und Saunderson überflüssig macht, 
und gegenüber der Theorie von Will iams den 
Vorteil besitzt, daß sie auch den Übergangs-
bereich zwischen Einfachstreuungs-Schwanz und 
Vielfachstreuungs-Bereich sowie f ü r den letzte-
ren zugleich die Abweichung von der Gauß-Funk-
tionsgestalt beschreibt . Zugleich l ie fer t das 
asymptotische Verhalten der berechneten Streu-
winkel-Verteilungsfunktionen ein (auch bei Vor-
liegen von Mehrfachstreuung im weiteren Sinne 
gültiges) Kriterium f ü r Einfachstreuung. F ü r den 
Fall von Mehrfachstreuung werden Methoden an-
gegeben, die auch rückwär t s von der gemessenen 

5 E. J . W i l l i a m s , Proc. Roy. Soc. [London] 
169, 531 [1939], und f r ü h e r e Arbe i ten ; Physic. Rev. 
58, 292 [1940]. 

6 G o u d s m i t u. S a u n d e r s o n , Physic. Rev. 
57. 24, 552 [1940]; ebenda 58 [1940]. 



Streuwinkelverteilung auf die Gestalt des Ein-
zels t reugesetzes zu schließen ges ta t ten*. E in 
weiterer Fortschri t t gegenüber den genannten 
Theorien besteht darin, daß der auf Ionisation in 
der Schicht beruhende Energieverlust der Teil-
chen durch eine einfache Verallgemeinerung 
nötigenfalls streng berücksichtigt werden kann. 
Ergänzend erwähnen wir hier noch die Theorien 
der „vollständigen Diffusion" von W . B o t h e ' 
und von B e t h e , R o s e und S m i t h 8 , die auf 
Grund der Annahme reiner Vielfachstreuung 
(d. h. ohne Berücksichtigung der endlichen Größe 
der Einzels t reuwirkung) die Streuung bis zu gro-
ßen Winkeln (einschließlich Rückwärtss t reuung) 
behandeln; in der letztgenannten Theorie wird 
(als einziger der bisherigen) der Einfluß des 
Energieverlustes mitberücksichtigt. 

In § 12 werden die Ergebnisse verschiedener 
Experimente über Vielfachstreuung mit der Theo-
rie verglichen. E s zeigt sich dabei, daß die ex-
perimentellen Werte sehr s tark streuen (vgl. ins-
bes. Abb. 3) . Wie weit diese Streuung auf experi-
mentellen Ungenauigkeiten (Energiebestimmung 
in der Nebelkammer!) und wie weit sie auf den 
bei dem Vergleich noch nicht berücksichtigten 
Einflüssen der Git ters t ruktur bzw. des Energie-
verlustes beruht, bleibt vorerst noch ungeklärt. — 
E s ist beabsichtigt, in einer folgenden I I I . Mit-
teilung die Anwendung der Theorie auf spezielle 
Fäl le von Mehrfachstreuung zu diskutieren. Dort 
sollen auch die Einflüsse der Git terstruktur und 
des Energieverlustes näher untersucht werden. 

§ 1 . G r u n d l a g e n 

Im folgenden bedeuten: 
l die Länge des in der Schicht zurückgelegten 

Weges, d. h. (bei senkrechtem Einfal l ) die Schicht-
dicke ; 

N die Anzahl der streuenden Atome im cm3; 
Z deren Ordnungszahl ; 
± ze = Ladung der gestreuten Teilchen; 
v = ßc deren Geschwindigkeit; 
p = hk0 = mv/Yl — ß2 deren Impuls; 
a = zZe2/Ji v = zZ/ (137 ß) den bereits in I 

benutzten Parameter . 

Vom Energieverlust der Teilchen auf ihrem 
Wege durch die Schicht sehen wir zunächst ganz 
ab; die zur Berücksichtigung des auf Ionisation 

* S. Anm. 13, S. 84. 
7 W. B o t h e , Z. Phys ik 54, 161 [1929]. 

beruhenden Energieverlustes notwendige Verall-
gemeinerung werden wir im § 6 nachholen. — 
Es sei nun 

(X) 
W(%)xdX = KlQ(z)2nXdZ= Ji * dZ 

(1, 1) 

die Wahrscheinlichkeit dafür , daß ein Teilchen 
auf seinem Wege durch die Schicht eine Einzel-
ablenkung zwischen x und x + dx erfähr t (un-
abhängig davon, ob zugleich auch Ablenkungen 
in andere Winkelbereiche erfolgen oder nicht) . 
Dabei ist zur Abkürzung die charakteristische 
Winkelkonstante 

a r zZe2 /- -
° Ko pV 

(1,2) 

eingeführt, und der Einfluß der Abschirmung 
wird durch das Verhältnis q(y.)=Q(x)/QRUth. 
(vgl. I ) des (auf die Raumwinkeleinheit bezoge-
nen) Streuquerschnitts Q(x) zum Rutherford-
schen Streuquerschnitt berücksichtigt, wobei f ü r 
den letzteren die f ü r kleine x gültige Näherungs-
form ^RUtii. (x) = (2 a / /c0)2 'X—4 eingesetzt ist. 
Wegen der Kleinheit der Winkel dürfen wir da-
bei die Einheitskugel durch ihre Tangentialebene 
im Nullpunkt ersetzt denken, so daß x in (1,1) 
als Radiusvektor in dieser Ebene aufgefaßt wer-
den kann. Im folgenden wird es gelegentlich not-
wendig sein, die Einzelstreuwinkel nicht nu r nach 
ihrer Größe, sondern zugleich auch nach ihrer 
Richtung (d. h. ihrem Azimut) zu charakterisie-
ren, was am einfachsten durch E i n f ü h r u n g zwei-
dimensionaler Vektoren in der soeben erwähn-
ten Ebene geschehen kann. In dieser vektoriellen 
Schreibweise tritt an die Stelle von (1 ,1 ) : 

do7 2X
2
cq(X) d°y 

Z4 2 jv (Ii 1') 

als die Wahrscheinlichkeit f ü r das Auftreten 
einer Einzelablenkung y in das Raumwinkel-
element (bzw. Flächenelement der Tangential-
ebene) day [das hier an die Stelle von 2 wx^x in 
(1,1) tritt]. 

Das Einze ls t reugese tz in der Form (1,1) bzw. 
(1,1') gilt s t renggenommen nu r f ü r den Fal l , daß 
die s t reuende Schicht ein einatomiges Gas ist. F ü r 
den experimentel l besonders in teress ierenden Fa l l der 

8 H. A. B e t h e , M. E. R o s e u. L. P . S m i t h , 
Proc. Amer. philos. Soc. 78, 573 [1938]. 



St reuung an einer fe inkr i s ta l l inen Metallfolie kann 
der In te r fe renz- bzw. S t ruk tu re in f luß auf das Einzel-
s t reugese tz durch H i n z u f ü g u n g eines „S t ruk tu r f ak -
tors" S (x) auf der rechten Seite von (1,1) bzw. 
(1,1') berücks icht ig t werden. Nimmt man an, daß die 
Schicht aus un rege lmäß ig gegeneinander or ient ier ten 
und gleich großen Kr i s ta l l i t en von je N (gleichen) 
Atomen besteht , die mit n, m = 1, 2, N numer ie r t 
seien, und sind rnm die Abstände je zweier Atome 
eines Kris ta l l i ten , so e rhä l t man nach dem von der 
Röntgen- bzw. E lek t ronens t rah l -Beugung an mehr-
atomigen Gasen her geläufigen V e r f a h r e n 9 f ü r den 
S t r u k t u r f a k t o r (in der f ü r kleine Winke l x gül t igen 
Näherung) den Ausdruck : 

1 x-» sin (kny r ) 
8 0 0 = 1 L Z i * ( 1 ' 3 ) 

n=f=m 0 /" n m 

Durch H i n z u f ü g u n g dieses F a k t o r s e rhä l t das Ein-
zels t reugesetz eine Debye-Scherrer -St ruktur . — Da-
mit die der im folgenden entwickel ten Theor ie der 
Mehrfach- und Vie l fachs t reuung zugrundel iegende 
Vorausse tzung der Inkohärenz aufe inander fo lgender 
Einze ls t reuprozesse gü l t ig ist, müssen die Kris ta l -
lite, aus denen die Schicht besteht, klein genug sein, 
so daß in jedem derselben prakt isch n u r höchstens 
ein E inze ls t reuprozeß stat t f indet . — Der Einf luß des 
S t r u k t u r f a k t o r s (1,3) ist besonders bei Mehrfach-
s t r euung (d. h. bei S t r euung an sehr dünnen Schich-
ten) wesentl ich; wi r behal ten uns vor, diesen Ein-
fluß in der folgenden I I I . Mit tei lung näher zu unter -
suchen. 

Die mittlere Anzahl von Einzelstreuprozessen, 
die ein Teilchen auf seinem Wege durch die 
Schicht erfährt , ist definiert durch: 

oo 

W ( x ) x d x . (1,4) 
o 

Diese Größe ÜQ spielt in der im folgenden zu ent-
wickelnden Theorie nu r eine mehr oder minder 
formale Rolle; im Fal l von Vielfachstreuung, der 
uns hier in erster Linie interessiert, wird sie aus 
dem Ergebnis vollständig herausfallen. Der ge-
naue Wert von ÜQ ist physikalisch eigentlich ohne 
Bedeutung, da er vom genauen Verhalten von 
W (x) bei kleinem Argument x abhängt, d. h. von 
der Streuung an den äußersten Bereichen der 
Atomhüllen, wo diese sich gegenseitig stören und 
durchdringen. — Die entscheidende Rolle f ü r die 
resultierende Streuwinkelverteilung bei Vielfach-
streuung (und f ü r deren asymptotisches Verhal-
ten bei großem Argument auch im Fal l von Mehr-

M S. z. B. M. v. L a u e , Materiewellen und ihre Inter-
ferenzen, Leipzig 1944, S. 75 ff. 

fachstreuung) wird eine Größe spielen, die wir 
mit b bezeichnen und folgendermaßen definieren: 

o J 

0 , 5 ) 
(logv = 0 ,577. .=Eulersche Konstante; loge = l)1 0 . 
Da, wie schon erwähnt, Q0 nach (1,4) in den End-
formeln fü r Vielfachstreuung nicht mehr vor-
kommt, ist es zweckmäßig, f ü r diesen Fal l eine 
weitere, nur von b abhängige Größe 

^ ( y 2 / e ) * (1,6) 

[vgl. die Formeln (5,4) und (7,1)] e inzuführen, 
die an Stelle von ÜQ als ein praktisches Maß f ü r 
die mittlere Anzahl von Einzelstreuprozessen in 
der Schicht dienen kann. Daß Qb nach (1, 6) als ein 
solches Maß geeignet ist, erkennt man daraus , 
daß, wenn man f ü r q(x) in (1,1) die vereinfachte 
Formel I, (9,1) einsetzt, Q0 nach (1,4) und 
nach (1,6) den gleichen Wert, und zwar 

( 1 , 7 ) 

annehmen. Der „Abschirmungswinkel" x„ wurde 
dabei nach 1,(9,3) so festgelegt, daß (1,7) auch 
gültig bleibt, wenn f ü r q (x) nicht 1 , (9 ,1) , son-
dern der genauere Funktionsverlauf nach I, (8,4) 
und 1,(8,6) eingesetzt wird. [Q0 nach (1,4) ist 
dann nicht mehr genau gleich Q,b , jedoch von 
gleicher Größenordnung.] Mit x c nach (1,2) und 
X« nach 1,(9,3) folgt f ü r Ü6 die in der Zusam-
menfassung zu Beginn dieser Arbeit unter ( IV) 
angegebene Formel. [Es sei noch darauf hinge-
wiesen, daß (1,7) bzw. ( IV) n u r ohne Berück-
sichtigung des St rukturfaktors S (x) nach (1,3) 
gültig ist; die Definitionsgleichungen (1,4) und 
(1,5) gelten dagegen allgemein und insbesondere 
auch bei Mitberücksichtigung des St rukturfak-
tors in W{x). — Die zur Berücksichtigung des 
Energieverlustes notwendigen Verallgemeinerun-
gen sind im § 6 angegeben.] 

§ 2. W i l l i a m s ' T h e o r i e d e r V i e l f a c h -
s t r e u u n g 

D i e W i l l i a m s sehe T h e o r i e be ruh t auf der 
E i n f ü h r u n g eines Grenzwinkels x? un te r der An-

10 Die Definition von b nach (1,5) ist so gewählt , 
daß Gl. (5,4) , S. 85, eine möglichst bequeme Gestal t 
annimmt. 



nähme, daß die St reuwinkel © > Xp durch Einfach-
s t reuung zustande kommen, während die elementaren 
St reuwinkel x < l g z u r Vie l fachs t reuung beitragen. 
Der f ü r große © maßgebliche Einfachs t reuungsante i l 
der Winkelver te i lung fo lg t d i rek t aus (1,1) zu 

2 z? de 
0 3 (-> 1) 

F ü r den Viel fachst reuungsante i l haben wir das zu 
den Einzels t reuwinkeln x < x g gehörige mit t lere 
Winkelquadra t zu bestimmen. F ü r dieses ergibt sich 
nach (1,1) mit I, (9,1): 

/ g T y2 1 
e72 f W(x) 7? dz = log — 1 • (2,2) 

o a 

Da alle Teilchen bezüglich der Winke l s t r euung 
gleiche Chancen haben, wi rd der bei kleinen © maß-
gebliche Viel fachst reuungsante i l der Winkelver te i -
lung durch die Gauß-Funkt ion 

2 © e ? 0 - o s / f t 5 

f (ö)vielf. © = = 2
 e 0 / 0 & 3) 

wiedergegeben. — Entscheidend ist nun die Fest-
legung des Grenzwinkels x 9 - Dieser muß erstens der 
Bedingung 

z;<Q' = z «hl-1] (2, 4 a) 

genügen, wenn anders die S t reuwinkel x < X<7 a l s 

Bei t räge zur Vie l fachs t reuung betrachte t werden 
können. Außerdem muß die Gesamtwahrscheinlichkeit 
f ü r Einfachs t reuung, die sich durch In tegra t ion über 
(1,1) zwischen den Grenzen x? und oo zu er-
gibt, < 1 sein, d.h. es muß als weitere Bedingung fü r i g 

/ - > 7-'•g '"c (2,4 b) 

gelten. Die gleichzeitige Er fü l lung der beiden Bedin-
gungen (2,4 a u. b) ist (außer bei extrem großer 
Schichtdicke) nur unbefr iedigend möglich. Fe rne r er-
f äh r t der Viel fachst reuungsante i l (2,3) bei kleinem 
Argument 0 durch das gleichzeitige Auf t re ten der 
E infachs t reuung eine beträcht l iche Erniedr igung, 
deren genaue Best immung schwierig ist. W i l l i a m s 
überwindet diese Schwierigkei ten tei lweise dadurch, 
daß er nicht einen, sondern zwei Grenzwinkel einführt 
und den Zwischenbereich nachträgl ich annähernd be-
rücksicht igt . Trotz dieser Ver fe ine rung bleibt die 
Williamssche Theorie nicht f r e i von Willkürl ichkei-
ten und insbesondere ist die Behandlung des Über-
ganges zwischen Vielfach- und Einfachs t reuung in 
ihr sehr unbefriedigend. 

§ 3 . D a s s t a t i s t i s c h e V e r f a h r e n 
v o n W e n t z e 1 

Das W e n t z e l sehe Ver fahren , das auch wi r 
zugrunde legen, besteht darin, zunächst die Bei-
t räge zur gesamten Winkelvertei lung zu bestim-
men, die von jeweils denjenigen Teilchen he r rüh-
ren, die in der Schicht gerade 0-mal, 1-mal, 2-mal, 
3 - m a l , . . . n - m a l , . . . usw. gestreut worden sind. 
Die gesamte Winkelvertei lung ergibt sich dann 
als Summe aller dieser Beiträge. 

W i r gehen a u s von der in (1,1 ') gegebenen 

Wahrscheinl ichkeit W{/.) da %/2t:. Die W a h r -
scheinlichkeit dafür , daß keine Ablenkung in das 
Raumwinkelelement da y stattfindet, ist 

[l—W(fidoz/2n\, 

w o f ü r wir auch schreiben können : 

^ — W(X)dOy I2JI 

Das P roduk t aller dieser zu den verschiedenen 
Raumwinkelelementen day gehörigen Wahrsche in-
lichkeiten, f ü r das wir mit Benutzung von (1 ,3 ) : 

schreiben können, stellt die Wahrsche in-
lichkeit da fü r dar, daß ein Teilchen auf seinem 
Wege durch die Schicht überhaupt keine Streu-
ung erfähr t . Der von den überhaupt nicht ge-
streuten Teilchen he r rührende (im allgemeinen 
äußerst kleine) Anteil der endgültigen Winkelver-
tei lungsfunktion ist daher : 

fo (©) 
do & 
2 jr 2 j t 

(3, 1 a) 

wobei 8 0 ( z ) die zweidimensionale Diracsche 8-

Funkt ion [definiert durch f f u (x) ö.2 (x) dox/2it = 
u (0) ] bedeutet. Weiter ergibt sich f ü r den Bei-
t rag der einmal gestreuten Teilchen zur Winkel-
verteilung : 

dofi n ->• döQ 
U ( ö ) = « 0 W(G) 2 ji 2 jt ' 

(3, 1 b) 

Es ist dies die Wahrscheinl ichkei t da fü r , daß auf 
der Strecke l ein einziger Streuprozeß mit der 

Winkelablenkung 0 in do@ auftr i t t . Die Anteile 
der 2-fach, 3 - f a c h , . . . n-fach gestreuten Teilchen 
sind nun, ausgehend von (3 ,1b ) , schrit tweise mit 
Hilfe der folgenden Rekurs ionsformel zu erhal ten: 

da.. 
f ^ i S - z ) W(X)Z.m(3,1c) 

2 TC 



fn(6) döß/2:rist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
in der Schicht n Streuprozesse stattfinden mit 

einer Gesamtablenkung in Richtung (-) in doy. 
[Durch den Faktor 1/n in (3,1c) wird dafür ge-
sorgt, daß jede Kombination von n verschiedenen 
Streuprozessen unabhängig von der Reihenfolge 
nur einmal gezählt wird. Bei schrittweiser Eli-
mination von fn_vfn_2 usw. setzen sich die 1/n, 
l / ( n — 1) usw. zu 1/n! neben einem Produkt von 
n Wahrscheinlichkeiten W im Integranden zusam-
men.] 

Dies ist das Verfahren von G. W e n t z e l 3 . 
Dieser selbst ist weiterhin so vorgegangen, daß er 
die einzelnen Anteile fH der Winkelverteilungs-
funktion schrittweise nach einem graphischen 
Verfahren [auf Grund von (3,1c) und einem dem 
damaligen Stande der Theorie entsprechenden An-
satz f ü r das Einzelstreugesetz mit Abschirmung] 
berechnete und summierte. 

§ 4. S u m m a t i o n d u r c h F o u r i e r -
T r a n s f o r m a t i o n 

Wir werden jetzt die verschiedenen Funktionen 
durch Four ier - In tegra le und zwar wegen der 
Zylindersymmetrie durch Integrale über die 
Bessel-Funktion J 0 ausdrücken. Solche Fourier-
Integrale11 haben die folgende Eigenschaft: Seien 

oo 
ui 0) =f vi (//) Jo (,x y) y du 

0 
oo 

und u2 (J) = f v2 (y) J0 (x y) y dy 
o 

zwei zylindersymmetrische Funktionen in der 
a-Ebene, so gilt f ü r das „Faltungsprodukt"1 2 : 

oo 

= f (y) iy) J0 (x y)ydy. (4, i) 
o 

Setzen wir daher f ü r die Wahrscheinlichkeit 
( U ) : 

W(z)zdx = z dy j Q (y) J0 (X y) y dy (4, 2) 
o 

11 Über die Bezeichnung „Four ie r " - In teg ra l vgl. I, 
Anm. 21, S. 145. 

12 Beweis siehe Anhang A. 

und benutzen zugleich die Fourier-Darstellung 
der soeben eingeführten zweidimensionalen o-

_> oo 
Funktion: 3„ (a-) = j J0 (a- y) y dy, so folgt f ü r 

o 
die verschiedenen Anteile (3,1) der Winkelvertei-
lungsfunktion : 

oo 

fn (0) = e -'r J ßn(y) j0 (© y) y dy (4,3) 
0 

und somit fü r die gesamte Winkelverteilung: 

oo 

f(&) ede = @d&f „ ß w - ß . ja (© y)y du. 

(4,4) 

Die hierin einzusetzende Funktion Q ( y ) folgt 
aus der nach (1,1) bekannten Wahrscheinlich-
keit W(x) durch Fourier-Umkehrung von (4 ,2) : 

oo 

Q ( y ) = / J o ( z y ) W ( z ) z d z . (4,5) 
o 

Die Formel (4,4) wurde bereits von W. B o t h e 
(19224) auf anderem Wege aufgestellt. Die hier 
gegebene Ableitung erschien uns nützlich, inso-
fern sie die Beziehung zur W e n t z e l sehen Theo-
rie deutlich macht. — Unser weiteres Ziel besteht 
darin, Gl. (4,4) in einer f ü r alle © (d.h. vom Be-
reich der Vielfach- bzw. Mehrfachstreuung bei 
kleinen Winkeln bis zum „Einfachstreuungs-
Schwanz" einschließlich des Übergangsbereiches) 
gültigen Weise auszuwerten. Bei Vielfachstreu-
ung (im weiteren Sinne) vereinfacht sich dies 
durch die in den folgenden Abschnitten durchge-
führten Entwicklungen. Liegt Mehrfachstreuung 
(im weiteren Sinne, d. h. Streuung an einer sehr 
dünnen Schicht) vor, so bleibt man auf die direkte 
Auswertung der Integralformel (4,4) [zusammen 
mit (4,5), (1,1) und der in I berechneten Ab-
schirmungsfunktion # ( x ) ] angewiesen. Wie dies 
in verhältnismäßig einfacher Weise geschehen 
kann, wird im Tl. I I I am Beispiel spezieller Ex-
perimente gezeigt werden13; dabei wird es not-
wendig sein, den Strukturfaktor £ (x) nach (1,3) 
mit zu berücksichtigen. 

13 Das dabei benutz te V e r f a h r e n bes teht in der Ver-
wendung geeigneter analyt ischer Dars te l lungen, f ü r 
die die Transformat ionen (4,4) und (4,5) leicht aus-
f ü h r b a r sind. 



§ 5. S p e z i a l i s i e r u n g f ü r V i e l f a c h -
s t r e u u n g 

Benutzt man f ü r q (x) in (1,1) die verein-
fachte Darstel lung I, (9,1) , so läßt sich das Inte-
gral (4,5) f ü r Q (y) mit Hilfe der in I, Anhang, 
Gl. (A, 3') angegebenen Transformationsformel 
auf eine der dort in (A, 2) eingeführten Funktio-
nen Lp (x ) zurückführen, und zwar folgt: 

Q(y) = 2 ß o A ( v / J i (5,1) 

wobei Q0 = x*/x£ ist- (5,1) in (4,4) eingesetzt, 
ergibt die resultierende Winkelverteilung f ( 0 ) in 
Abhängigkeit von zwei Parametern ÜQ und xa 

bzw. xc und x„- Der Parameter xc betrifft dabei 
n u r den Maßstab der Streuwinkel 0 . Um dies 
deutlich zu machen, füh ren wir in (4,4) und 
(5,1) die neue Integrationsvariable y' = y xc ein 
und eliminieren x„ • Schreiben wi r zugleich Q (y') 
an Stelle von Q (y), so lautet damit (4,4): 

CO 

r e o ) 0 de = (y'/}/<></ 

und (5,1) : 

Q ( / ) = ^ 2 Q 0 L 1 ( / / Q 1
0

/ 2 ) . (5,1') = 

Bezieht man somit © auf Xc als Winkeleinheit, so 
ist die Gestalt der Winkelverteilung durch den 
einzigen Parameter Q0 bestimmt. Solange Q0 klein 
ist (Mehrfachstreuung) , hängt diese Gestalt aller-
dings von der speziellen Wahl der Darstel lung f ü r 
die Abschirmungsfunktion q (x) ab. Wir interes-
sieren uns hier aber f ü r den Fall , daß Vielfach-
streuung (im weiteren Sinne) vorliegt, d .h. die 
mittlere Anzahl von Einzelstreuakten Q0 eine 
große (praktisch meist sehr große) Zahl ist. Dies 
hat zur Folge, daß es nu r auf das asymptotische 
Verhalten bei kleinem Argument der (monoton 
fallenden) Funkt ion L x in (5,1 ' ) , d .h . auf einen 
Bereich der Variablen y' < Q '̂2 ankommt, da ü ( y ' ) 
in (5,2) im Exponenten auftri t t . Entwickeln wir 
daher (5,1') mit Benutzung der bekannten Potenz-
reihe von Lx (bzw. der Hankel-Funktion H^), so 
folgt: 

+ 2 Q n ° g
 ß2,5o "f > 

(mit log y = 0.5772 . . . und log e = 1). Das zweite 
Glied (und die folgenden) auf der rechten Seite 
von (5,3) wird erst bei y' ÄJ QO1*, WO die Exponen-
tialfunktion im Integranden von (5,2) praktisch 
nichts mehr beiträgt, von gleicher Größenordnung 
wie das erste. Beschränken wir uns daher auf das 
erste Glied rechts in (5,3), so folgt: 

Q ( / ) - - Q0 = ^ [ log 4 1 - b ] (5, 4) 

mit Benutzung von (1,5) und (1,6) und unter Be-
achtung, daß Q0 = Q6 f ü r den hier zunächst be-
nutzten speziellen Ansatz f ü r W(x) nach (1,1) 
mit I, (9,1). Gl. (5,4) ist aber unabhängig von die-
sem speziellen Ansatz, wie man leicht zeigt, indem 
man eine rascher als x~4 abfallende und sonst will-
kürliche Zusatzfunktion zu dem bisherigen W{x) 
hinzufügt ; diese liefert Zusatzglieder zu ÜQ bzw. 
b, die genau den Definitionsgleichungen (1,4) bzw. 
(1,5) entsprechen, ohne jedoch zu dem logarithmi-
schen Gliede in (5,4) einen Beitrag zu liefern. — 
Damit folgt f ü r die Streuwinkelverteilung (5,2) 
(unter For t lassung des Striches an y'): 

(5,2) /"(©) 0 dQ 

QdQ 
/ 2 
f-r. 

I y dyJo ( y ^ ) (5, 5) 

Dabei ist als obere In tegra t ionsgrenze Qy2 statt-
unendlich gesetzt. Bei Benu tzung der genauen Funk-
tion Q (2/') nach (5,1') wä re dies belanglos, da, wie 
erwähnt , der In tegrand an und oberhalb dieser Stelle 
prakt isch nichts mehr be i t räg t . Die En twick lung 
(5,3) versag t jedoch, wie wir sahen, e twa von der 
gleichen Stelle an, und insbesondere zeigt sich, daß 
das erste Glied rechts in (5,3), das sich bei kleinen 
y' dem genauen Verlauf von ü (y') — Qo gut an-
schmiegt, nahe bei y' = fi^'2 e i n Minimum hat , ober-
halb dessen es schließlich sogar zu großen posi t iven 
Wer ten ansteigt . Bei E r s t r e c k u n g der In tegra t ion 
bis unendlich würde daher der Bereich y' > fi^2 

fälschlich .einen divergierenden Be i t r ag l iefern. — 
Die genaue Funkt ion Q {y') nach (5,1') geht bei 
großem ? / ( > Q J I 2 ) exponentiel l gegen Null, und die 
Exponent ia l funkt ion im In tegranden von (5,2) da-
mit gegen den konstanten, sehr kleinen W e r t e~ßo 
der dem Bei t rag (3 ,1a) der unges t r eu t durchgehen-
den Teilchen entspricht . Dieser und die folgenden 
Bei t räge der nu r selten ges t reu ten Teilchen (d. h. 
die /«(©) nach (3,1) mit n < Q0) werden also in 
(5,5) vernachläss ig t ; der Einf luß dieser Be i t räge 
beschränkt sich auf einen Bereich sehr kleiner Win-
kel 0 [von der Größenordnung x«] u n ( l ist wegen 
des Fak to r s e~~o in (3,1) verschwindend klein. 



Das logarithmische Glied im Exponenten von (5,5) 
ist hauptsächlich nur f ü r das Verhal ten von f ( 0 ) bei 
großem Argument 0 und insbesondere den „Einfach-
streuungs"-Bereich wesentlich (vgl. die §§ 7 u. 8). 
Eine grobe Annäherung f ü r kleine 0 erhäl t man da-
her, indem man log (?/2/4) streicht, wobei (5,5) in 
die Dars te l lung einer Gauß-Funktion mit dem mitt-
leren Winkelquadra t 

(5 ,6 ) 

übergeht . Deutet man diese als den „Vielfachstreu-
ungs"-Anteil (2,8) der W i 11 i a m s sehen Theorie, 
so zeigt der Vergleich von (5,6) mit (2,2), daß dies 
einer Wahl des Grenzwinkels 

Z, = (<lY)Ze= 1 , 5 2 5 ( 5 , 7 ) 

entspricht, was im allgemeinen gut in die durch 
(2,4 a u. b) gegebenen Grenzen paßt . — Die Gauß-
Funkt ion mit der Brei te (5,6) stellt jedoch noch 
nicht die dem Verlauf von f ( 0 ) bei kleinen 0 best-
angepaßte Gauß-Funkt ion dar (vgl. hierzu den 
Schlußabsatz von § 2). Im § 7 werden wir daher eine 
andere, dem Gesamtverlauf von f ( 0 ) besser ange-
paßte Gauß-Funkt ion mit der e twas größeren Breite 
X* B als nul l te Näherung abspalten. 

Der Zusammenhang der Theorie der Vielfachstreu-
ung von G o u d s m i t und S a u n d e r s o n mit der 
unseren ergibt sich wie fo lg t : Erse tz t man die 
Legendreschen Kugelfunkt ionen P i (cos 0 ) , nach 
denen in dieser Theorie f ( 0 ) entwickelt wird, durch 
den f ü r kleine 0 gült igen asymptotischen Ausdruck 

J° ([' + t ! 0 ) ^ V g L A n h a n g ' G L (A ' 1 ) ] u n d § e h t 

von der Summe über den Index l zu einem Integral 
über, so erhäl t man (abgesehen von der speziellen 
Form des zugrunde gelegten Einzelstreugesetzes) 
genau unsere Formel (5,5) f ü r f ( 0 ) . Das Abbrechen 
der In tegra t ion an der Stelle y ~ Qq'2 entspricht da-
bei dem Abbrechen der Kugelfunkt ionsre ihe bei 
Goudsmit und Saunderson. — Obgleich die Entwick-
lung nach Kugelfunkt ionen f ü r beliebige Streuwinkel 
gül t ig ist, bleibt die Gült igkei t der Theorie von 
Goudsmit und Saunderson doch nur auf kleine Win-
kel beschränkt wegen der dieser Theorie (wie auch 
der von Will iams und der unseren) zugrunde liegen-
den Voraussetzung gleicher, in der Schicht zurück-
gelegter Wegstrecken. Die von Goudsmit und Saun-
derson angegebene „Korrektur erster Näherung" zur 
Berücksicht igung der durch St reuung verursachten 
Wegver längerung ist nicht nur unzureichend, son-
dern auch unrichtig. (Diese Kor rek tu r soll darin be-
stehen, f ü r die Weglänge die durch cos 0 dividierte 
Schichtdicke einzusetzen. Dieser über alle Winkel 0 
genommene Mittelwert cos 0 hat jedoch mit der mitt-
leren Weglänge, die durch Mittelung über alle Ele-
mente dl der Schichtdicke zu definieren wäre, nichts 
zu tun und berücksicht igt überdies nicht die bei grö-
ßeren Winkeln wesentliche Kopplung zwischen Weg-
länge und Streuwinkel.) — Goudsmit und Saunderson 
werten ihre Formeln rein numerisch aus und teilen 

die Ergebnisse in Tabellenform mit. Nur f ü r einige 
charakterist ische Größen geben sie Interpolations-
formeln an, die zum Vergleich mit unseren Reihen-
entwicklungen (§§ 7 bis 10) geeignet sind (vgl. 
Anm. 20, S.92). 

§ 6 . B e r ü c k s i c h t i g u n g d e s E n e r g i e -
v e r l u s t e s 

Bevor wir das Ergebnis des letzten Abschnittes 
weiter auswerten, wollen wir es so verallgemeinern, 
daß es auch dem Energ iever lus t der Teilchen in der 
Schicht Rechnung t räg t . — Es sei jetzt E0 die Energie, 
mit der die Teilchen auf die s treuende Schicht t ref-
fen; nach Zurücklegung eines Weges V in der Schicht 
sei die Energie auf einen W e r t E(V) abgesunken. 
Die Wahrscheinlichkeit dafür , daß ein Teilchen auf 
einem kleinen Wegstück dl' eine Einzelablenkung um 
einen Winkel x innerhalb dx er fähr t , sei [analog zu 
(1,1) und mit I, (9 ,1 ) ] : 

2 / 2 ( 0 
M(Z,nxdx dl' = ^ (//)]2 % dZ dl'. (6,1) 

Dabei ist ähnlich wie in (1,2), die Winkelkonstante 

Z:(l ') = ( a / k 0 ) V 4 j i N (6,2) 

und der Abschirmungswinkel Xa nach I, (9,3): 

(V) = (1 fa k0) / 1 , 1 3 - f 3 , 7 6 ^ (6, 3) 

(a = Thomas-Fermi-Radius) benutzt, x'c und X« 
jetzt (vermöge a und k0) von der Energie E{V) und 
damit von V abhängig. Analog zu (4,5) führen wir 
nun die zu w ( x , T ) „Four ier"- t ransformier te Größe 

oo 

(o(y,n= f J9<y,z)u>{z,V)zdz (6>4) 
0 

ein. Die Gesamtwahrscheinlichkeit einer Einzelstreu-
ung in dx beim Durchgang durch die Schicht (d. h. 
auf einem Wege l) ist dann an Stelle von (1,1) ge-
geben durch 

i 

W ( z ) z d z = f u > ( z , l ' ) d l . ( 6 , 5 ) 
0 

woraus f ü r Q (y) nach (4,5) fo lg t : 

1 

V ( y ) = f 0>(y,l')dV. (6,6) 
<j 

Für die Entwicklung von co (y,l') erhäl t man nun 
ähnlich wie (5,4): 

W ( y , V) - co (0 , V) = l l f V log i ^ X + . . . 



Bei Beschränkung auf das e rs te Glied rechts in (6,7) 
fo lg t da raus wegen (6,6) die Formel : 

i 

Q(y)-Q0=ßdl' log , (6, 8) 

die jetzt an die Stelle von (5,4) t r i t t . Setzen wir 
nun an Stelle von (1 ,2) : 

i 

0 

und f ü h r e n einen „mit t le ren Abschi rmungswinke l" 
y„ ein gemäß: 

1 

= f dl' X? ( 0 log xl ( 0 , (6,10) 
o 

so nimmt (6,8) bei Ü b e r g a n g zur Var iab len y' — yxc 
und mit der als bloße Subst i tu t ion zu vers tehenden 
(und zugleich je tz t b nach (1,6) def inierenden) Größe 

formal die gleiche Gesta l t an wie (5,4). E s fo lg t da-
her f ü r die resu l t ie rende S t r euwinke lve r t e i l ung wie-
der die Gl. (5,5), wobei n u r Xc nach (6,9) an Stelle 
von (1,2) und x« nach (6,10) an Stel le von x« 
einzusetzen ist. 

Bisher haben wi r über die A r t des Energ ieabfa l l s 
E ( l ' ) noch keiner le i Annahmen gemacht. E s kann vor-
kommen, daß (wie beim Energ ieabfa l l infolge Emis-
sion von Bremss t r ah lung) die E n e r g i e E{V) gar kei-
nen fes ten W e r t hat , sondern einem Wahrscheinl ich-
kei tsgesetz folgt , wobei dann zum Schluß über alle 
möglichen Energ ieab läufe in der Schicht zu mit teln 
ist. In diesem Sinne werden wir die Formeln dieses 
Abschnit ts auch in der Schauer theor ie anwenden. 
Hier wollen wir nun noch den Fa l l näher betrach-
ten, daß der E n e r g i e v e r l u s t der in der Schicht zu-
rückge leg ten Wegs t r ecke l' p ropor t iona l is t („Brem-
sung durch Ionisa t ion") , und zwar f ü r den ex-
t r em rela t ivis t ischen Grenzfa l l g roßer Energ ie , in 
dem v — c (und damit a = zZI 137 = const.) und 
E = cp = ctlko gesetz t werden kann. I s t l0 die Strecke, 
auf der die Teilchen ihre gesamte Anfangsene rg ie E0 
ver l ie ren würden, so daß 

E(l') = E0(l-l'/l0) (6,12) 

gilt, so fo lg t nach e infacher Rechnung: 

^2 = / c
0 ) 7 ( i - W ( 6 ' 1 3 a ) 

und 

b = b{0) + 2 + ( 2 l 0 / l - l ) \ o g ( l - l J l ) 

= b(0)-P/(6l*> —... (6,13 b) 

Dabei sind yJ°'J und die entsprechenden Größen, 

wie sie sich ohne Berücks ich t igung des Energ ieve r -
lustes ergeben würden. 

Mit (6,13 a u. b) läßt sich nun auch der Fa l l be-
handeln, daß die Teilchen beim Durchgang durch die 
s t reuende Schicht einen beträcht l ichen Teil ihrer an-
fängl ichen Energ ie durch Ionisat ion ver l ie ren . Dieser 
Fa l l t r i t t (wenn die Schichtdicke zur Ene rg i e pas-
send s te ts so gewählt wird, daß die S t reuwinkel von 
gleicher Größenordnung bleiben) von einer gewissen 
großen Energ ie an auf und ist insbesondere f ü r 
schwerere Teilchen (Mesonen, Pro tonen usw.) wesent-
lich, bei denen sich die (e rs t bei höherer Energ ie 
merklich einsetzende) Bremss t rah lung nicht s törend 
der Ionisationsbremsung über lager t — Der Ansatz 
(6,12) s t r eng s t reckenpropor t ionaler Bremsung ist 
nur bei sehr großer Ene rg i e der Teilchen, wie sie 
z. B. in der kosmischen S t rah lung au f t r i t t , brauchbar . 
Bei n iedr igerer Energ ie wird es erforder l ich, (6,9) 
und (6,10) numerisch zu in tegr ieren, was an spä te re r 
Stelle nachgeholt werden soll. 

Wi r fügen hier noch die wei tere Veral lgemeine-
r u n g f ü r den Fal l an, daß außer dem Ene rg i eve r lu s t 
der ges t reuten Teilchen längs ihres Weges zugleich 
auch die Zusammensetzung der s t reuenden Schicht 
aus mehreren, mit einem Index i = 1, 2, 3, . . . nume-
r ie r ten Atomsorten berücks icht ig t werden soll. In 
diesem Fal l haben wir an Stelle von (6,1) von den 
auf jede Stoffkomponente ge t renn t bezogenen Wahr-
scheinlichkeiten Wi (x , V) x dx dl' auszugehen. Alle 
wei teren Über legungen dieses Abschni t ts ändern sich 
nur insofern, als zu der In tegra t ion über V noch eine 
Summation über i h inzuzufügen ist. Insbesondere 
fo lg t also s ta t t (6,9) und (6,10): 

i 

z; = h f d i ' ü ( n (6,90 
1 o 

und i 

log g = ( l I ß £ J dl' xh ( 0 log & (n, (6,100 

' 0 
woraus wiederum Qj gemäß (6,11) zu bilden ist. In 
(6,90 u n d (6,100 sind die Größen x'Ci l v n d Xai durch 
(6,2) bzw. 1 , (9 ,3) , jedoch mit Zt und Nt an Stelle 
von Z und N gegeben. Mit diesen Vera l lgemeinerun-
gen der Pa ramete r Xc und ü^ bleibt im übr igen die 
Theorie der Vielfachstreuung unverändert erhalten. — 
Auch wenn nicht Vielfach-, sondern nu r Mehrfach-
s t r euung vorl iegt , is t eine entsprechende Veral lge-
meinerung möglich: In diesem Fa l le def inier t man 
wiederum zweckmäßig x2

c durch ( 6 , 9 0 ; damit dann 

W(z) = 2£q<x)lf 

gemäß (1,1) e rha l ten bleibt, muß man ähnlich wie 
in (6 ,100: 

i 

= f qS7J)m')di' (6,14) 



setzen, wobei (x , l') das Verhä l tn i s QIQRuth. fü r die 
«'-te Stoffkomponente und die Tei lchenenergie an der 
Wegs te l le V bedeutet. Auch der S t r u k t u r f a k t o r (1,3) 
kann gegebenenfal ls in q (yj einbezogen werden. 

§ 7 . E n t w i c k l u n g d e r V e r t e i l u n g s -
f u n k t i o n f ü r d e n r ä u m l i c h e n 1 4 S t r e u -

w i n k e l 0 

Wi r knüpfen an die Betrachtungen des § 5 über 
den Vergleich mit der Theorie von W i l l i a m s 
an: Dabei war es wesentlich, daß nicht nur die 
Größe eine große Zahl ist, sondern zugleich 
auch die Größe b ( ^ l o g Qb) zum mindesten ein 
Mehrfaches von Eins ist, wenn anders von Viel-
fachst reuung die Rede sein kann. Es liegt daher 
nahe, zur weiteren Auswertung den Integranden 
von (5,5) nach Potenzen von (y2 /4) log (y2l4) zu 
entwickeln, was auf eine Entwicklung von f ( 0 ) 
nach fallenden Potenzen von b hinauslaufen würde. 
Dabei würden jedoch störende Glieder mit log b 
auftreten, die die Konvergenz des Verfahrens un-
günstig beeinflussen würden. Dies läßt sich ver-
meiden, wenn man an Stelle von b eine neue Größe 
B e inführt , die mit b bzw. Qb verknüpft ist durch 

b = B— log 5 bzw. Qb = (y*le)eB/B (7,1) 

(y2/e = 1,167). Um die praktische Anwendung der 
im folgenden abzuleitenden Formeln zu erleich-
tern, sind in der folgenden Tabelle zu den vollen 
Zehnerpotenzen von Qb die zugehörigen Werte 
von B angegeben: 

log Q. = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
j o 

B = 3,36 6,29 8,93 11,49 13,99 16,46 18,90 21,32 23,71 

Tab. 1. B als Funkt ion von log Q. . 
10 

Zwischenwerte können hieraus leicht durch Inter-
polieren erhalten werden. — F ü h r t man B nach 
(7,1) an Stelle von b in Gl. (5,5) ein und setzt an-
schließend y V B gleich der neuen (im folgenden 
mit y bezeichneten) Integrationsvariablen, so er-
hält man statt (5 ,5) : 

u m a x , y i y 
+ TB S 4 

f ( 0 ) 9 f / 0 

QdQ 
/2 B 

14 Wi r bezeichnen hier 0 als „räumlichen" Streu-
winkel (spat ial angle) im Gegensatz zu dem auf eine 
die E infa l l s r i ch tung enthal tende Ebene „proj iz ier ten" 
S t reuwinkel (projected angle) <I> . Vgl. § 8. 

(mit ymSLX^ I Ü0-B). In dieser Fo rm kann nun 
f ( 0 ) ohne Schwierigkeiten nach fallenden Poten-
zen von B entwickelt werden. Geht man zugleich 
zu yc V B als Winkeleinheit über und bezeichnet 
mit 

# = e/(zc-VB) 

den in dieser Einheit gemessenen Winkel, so lautet 
die Entwicklung: 

( 7 , 3 a) 

= 0 dü |2 « + + (#) + . . . 1 
B B* 

mit 
ex 

1 f 
t ! ) 

, . 
log f(n)(V) = -~c I ydyJ0(Vy)e , , 4 

(7,3 b) 
(Bei Beschränkung auf endlich viele Glieder dieser 
Entwicklung darf als obere Integrationsgrenze 
statt des sehr großen aber endlichen y m a x wieder 
oo gesetzt werden.) Die Normierung von f ($) 

oo 
(7,3 a) ist so gewählt, daß f f ($)•$• d£=l ist; die 

o 
entsprechenden Normierungsintegrale f ü r f ( 1 )(^)> 
f ( 2 ) ( $ ) usw. verschwinden. — Die Funktionen 

und /(2>(£) nach (7 ,3b) sind im mathema-
tischen Anhang (S. 94 ff.) auf einfache Integrale 
zurückgeführt1 5 . Das Ergebnis dieser Rechnung 
f ü r / ( 1 ) ($) sei hier angegeben1 6: 

= 2 e~ <*s{(#2—1) [E i (#2) — log + 2 — e^}. 
(7,3 c) 

Die Funkt ionen und sind in den 
Spalten I u. I I der Tab. 2 tabuliert. Ferner ist der 
Verlauf von £f(1>($) und ß f W (-8) zusammen mit 
2 - S e - i n Abb. 1 graphisch wiedergegeben. Die 
genauere Diskussion des Verlaufes der f <n> (£) an 
Hand von Reihenentwicklungen und asymptoti-
schen Formeln sowie die Berechnung von Mittel-
werten möge weiter unten zugleich f ü r die Vertei-
lungsfunktion des projizierten Streuwinkels erfol-
gen, die wir zunächst ableiten wollen. 

§8 . D i e V e r t e i l u n g f ( 0 ) d<l> d e r 
p r o j i z i e r t e n S t r e u w i n k e l 

Bei Nebelkammerexperimenten wird meistens 
nicht der bisher allein betrachtete räumliche Streu-

15 Auf die Möglichkeit h ierzu wurde ich freund-
licherweise von Hrn. Prof . H e i s e n b e r g aufmerk-
sam gemacht. 

16 Bezeichnungen nach J a h n k e - E m d e , 3. Aufl . 



I 11 I I I IV V 

f ( 1 ) m 0(9) f(2)(<?) 

+ 0,8456 
+ 0,700 
+ 0,343 
— 0,073 
— 0,396 
— 0,528 
— 0,477 
— 0,318 
— 0,147 

0,000 
+ 0,080 
+ 0,106 
+ 0,101 
+ 0,082 
+ 0,062 
+ 0,045 
+ 0,033 
+ 0,0206 
+ 0,0105 

+ 2,49 0 
+ 2,07 0,2 
+ 1,05 0,4 
— 0,003 0,6 
— 0,606 0,8 
— 0,636 1 
— 0,305 1,2 
+ 0,052 1,4 
+ 0,243 1,6 
+ 0,238 1,8 
+ 0,131 2 
+ 0,020 2,2 
— 0,046 2,4 
— 0,064 2,6 
— 0,055 2,8 
— 0,036 3 
— 0,019 3,2 
+ 0,0052 3,5 
+ 0,0011 4 

+ 0,0206 
— 0,0246 
— 0,1336 
— 0,2440 
— 0,2953 
— 0,2630 
— 0,1622 
— 0,0423 
+ 0,0609 
+ 0,1274 
+ 0,147 
+ 0,142 
+ 0,1225 
+ 0,100 
+ 0,078 
+ 0,059 
+ 0,045 
+ 0,0316 
+ 0,0194 

+ 0,416 
+ 0,299 
+ 0,019 
— 0,229 
— 0,292 
— 0,174 
+ 0,010 
+ 0,138 
+ 0,146 
+ 0,094 
+ 0,045 
— 0,049 
— 0,071 
— 0,064 
— 0,043 
— 0,024 
— 0,010 
+ 0,001 
+ 0,006 

Tab. 2. Die Funktionen f<« (d ) , f<2>(ft), f<x>(cp) und 
f(2)(cp). 

/ \ / \ 
' V 

\ / \ 
X N 
/ V 
/ > 

yJ— \ 
^ 

V w 1'/ v* P 

g (y2). [Im Bereich sehr großer y > ?/max sei da-
von abweichend g (y2) = 0 gesetzt, so daß als obere 
In tegra t ionsgrenze oo genommen werden kann 1 7 . ] 
Setzt man f ü r J0 in (7,2) die bekannte Integral-
dars te l lung ein, so erhäl t man damit: 

f (ß) ti dft 
CO 

= 0 d § I y dy 

2.T 

2 jv 
' ei!/*C0Sa da g(y>). (8, 1) 

Benutz t man nun in der ?/-Ebene statt der Po la r -
koord ina ten y,a. kar tesische Koordinaten yx,y.: 
und entspr. f ü r <9 die kar tes ischen Koordinaten 9 
und und bemerkt, daß cos* das Skalarpro-

dukt j/ £ = y19 + yA bedeutet, so erhäl t man wei-
ter f ü r ( 8 , 1 ) : 

dcp dtp 
2 J Z ~ 

+ CO 

f f dyidij JJ 
(8, 1') 

F ü h r e n w i r n u n die Integrat ion über ^ aus und be-
+ CO 

merken, d a ß - 1 - I d\p ety-v = ö (y2) d ieFour ie r -
2 jv J 

— CO 

Dars te l lung der gewöhnlichen (eindimensionalen) 
Diracschen 8-Funkt ion ist, so erhal ten w i r als Ver-
te i lungsfunkt ion des proj iz ier ten Winke l s 9: 

-i- 00 
dcp 

Abb. 1. Die Entwicklungskoeffizienten in Gl. (7, 3 a) 
f ü r die Verteilung der räumlichen Streuwinkel . 

winkel 0 gemessen, sondern dessen P ro jek t ion auf 
eine die Einfa l l s r ichtung enthaltende Beobach-
tungsebene. E s sei <P diese P ro jek t ion und ¥ die 
dazu senkrechte (nicht beobachtete) Winkelkom-
ponente; die Ver te i lungsfunkt ion in $ ergibt sich 
dann aus (5,5) bzw. (7,2) durch In tegra t ion über 

von — 00 bis + 00 . W i r benutzen im folgenden 
wieder reduzierte Winkelvar iable : 

cV = $/(xc-VB) 

und entsprechend 4». Um die In tegra t ion über <J» 
aus füh ren zu können, müssen wi r zunächs t (7 ,2) 
etwas umformen. F ü r die Exponent ia l funkt ion im 
Integranden von (7,2) schreiben wi r dabei k u r z 

— CO 00 

= f dy cos (yi <p)g(y*). (8,2) 

D a wir im folgenden den proj izier ten Winke l stets 
00 

positiv zählen wollen (Normierung: J' f ($) d$ = 
00 « 
J' f (9) dy = 1) , so haben wir noch einen F a k t o r 2 
0 
h i n z u z u f ü g e n ; indem wir zugleich y statt yx schrei-
ben, ergibt sich somit f ü r die Ver te i lungsfunkt ion 
des proj iz ier ten Streuwinkels <£: 
f ( $ ) d<P 

2 d& 

VB 
I du cos ( — - — = y \ e J ' / V i ' 

, y 1 

0 - (8,3) 

in vol ls tändiger Analogie zu (7 ,2) . Entwickel t man 
17 Vgl. die Bemerkungen im Anschluß an Gl. (5,5). 
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wie dort nach Potenzen von 1 /B, so folgt weiter: 

f(<P) dcp fmM = V=Z + Wf» + V*) 
n n = o (9,2 a) 

= 0,0206 — 1 ,190 9 ?
a + — . . . , 

^ = T r l r f ^ c o s y)* : ( t l o s r 

oo 
f | 2 ) M = 2 v ( - v T / » + 3 / 2 

M = 0 

(8, 4 a) 

° ( 8 , 4 b) 
I n den S p a l t e n I V u n d V der T a b . 2 s i n d die F u n k -
t i o n e n f(D(cp) u n d /(2)(<p) t a b u l i e r t , u n d in A b b . 2 Diese Formeln geben das Verhal ten der /<») bei klei-
l s t i h r V e r l a u f g r a p h i s c h da rges t e l l t . D i e R ü c k f ü h - nem Argumen t an. Besser konvergierende und daher 
r u n g v o n ( 8 , 4 b ) f ü r n = 1 u n d 2 auf e i n f a c h e f ü r d i e numerische Berechnung geeignete Entwick-
i n t e g r a l e i s t w i e d e r u m im m a t h e m a t i s c h e n An- l u n S e n e r h ä l t m a n ' i n d e m m a n eine Gauß-Funkt ion 
h a n g d u r c h g e f ü h r t [vgl. dor t i n s b e s o n d e r e d ie t l T f a ^ ^ Z ^ Z ^ ^ 

[ * " ( » + 3 / 2 ) + * ' ( » + 3 / 2 ) ] 
= 0,416 — 3,27 cp2 - f . . . 

Gl. (D, 12) und (D, 13)] 

+05 

-of 

V' 
\ 

\ 
\ 
\ 

f%) 

\u V 

von (9,2 a) 

/ > < % ) = 2 
e 

V j z 

+ — 
te-MD-r 

1 - 2 . 9 q 3 5 
• T 

+ <P> 

3 - 4 - 3 5 7 
2 2 2 

+ f * (9,2 a') 

Abb. 2. Die Entwicklungskoeff iz ienten in (8,4 a) f ü r 
die proj iz ier ten Streuwinkel . 

§ 9 . P o t e n z r e i h e n u n d a s y m p t o t i s c h e 
F o r m e l n 

Setzt man in Gl. (7,3 b) die Potenzre ihe der Bessel-
Funk t ion J0 bzw. in (8,4 b) diejenige des Cosinus ein 
und f ü h r t anschließend die In tegra t ion über y aus, so 
e rhä l t man f ü r die Funkt ionen /(») (ft) bzw. f(n) '(cp) 
die folgenden Potenzreihen: 

Um auch das Verha l t en der Funkt ionen /(») bei 
großem Argumen t zu bestimmen, entwickeln wir die 
Gauß-Funkt ion e~y*U i m In tegranden von (7,3 b) 
bzw. (8,4 b) nach Potenzen des Exponenten. Die Inte-
gra t ion über y l äß t sich dann gliedweise mit Hilfe 
der Formel I, Anhang (A,4") aus füh ren (vgl. auch 
Anhang C, S.94) . Auf diese Weise erhä l t man: 

f a ) m 
_2 8 36 JL92 

+ #6 + "08 + #10 + 

5 \4/s 
1P 

f w (0) = 2 V i f ^ L ( ) l + i)V(n + i) 
n! 

>i = 0 

= 0,845 : 

(9, 1 a) 

f ( 2 )
 = 

3,692 # 2 + — 

(_ l n + 2 

1 — 

16 

144 
+ - ö S - (log 7 & 

(9,3 a) 

(lo z r O - D 

11 + 

n : ! \ 2 
» = o ( 9 , 1 b ) 

• [** (» + 2 ) + V (» + 2)] 
= 2,493 — 11,17 <?2 + — . . . , 

<P 
1 3 

3 + —6 + (P 
1 

11,25 
cp7 + 52,5 

( 9 , 3 b) 

( 9 , 4 a) 



f{2\<p) 
6 

<p 
45 

4 . cp 

S T R E U U N G S C H N E L L E R G E L A D E N E R T E I L C H E N I I 91 

u n d mit t = y-j4 als neuer In tegra t ionsvar iablen: 

k . 

log 2 y cp — y^j 

7" ( l o g 2 7 <P 
49 
20 

(9, 4 b) 

+ • • . 

Wie diese Formeln zeigen, gehen die Funkt ionen 
/(!)($) bzw. fd) (q>) bei großen Argumenten in das 
R u t h e r f o r d sehe Gesetz der „Einfachs t reuung" 
über1 8 . Im Gegensatz zu den Annahmen der Williams-
schen Theorie geht dieser Übergang jedoch sehr lang-
sam vor sich; die Abweichungen vom Rutherfordschen 
Gesetz sind bis zu großen Argumenten hin noch be-
trächtlich und betragen z. B. bei ^ cp 7 noch etwa 
10%. — Die Ersatzformeln auf der rechten Seite in 
(9,3 a) und (9,4 a) sind berei ts von Argumenten 
>^3,2 an gut brauchbar (mit Genauigkei ten von etwa 
2 bzw. 1% an dieser Stelle). 

§ 1 0 . M i t t e l w e r t e 

E s soll jetzt a l lgemein der Mit te lwer t 
oo 

= jf(ü)dk + ld& de r k-ten P o t e n z des Ge-
o , 

s amts t r euwinke l s -8 (in E inhe i t en x c V B ) be-

stimmt werden. Der von dem Gliede — - f{n) (t>) der B Entwicklung (7,3 a) he r rührende Bei t rag dieses 

Mittelwertes sei mit bezeichnet; f ü r diesen 
gilt nach (7,3 b ) : 

# = --hh^" fi 
/ 

( 1 0 , 1 ) 

Das Integral über J 0 h ier in läßt sich mit Hilfe der 
Formel (C, 3) des mathematischen Anhanges aus-
werten, womit weiter fo lg t : 

,00 # = 
B"n\ 

—(n) 
t 

2 

- i ) . 

CO 

•I dt e 
t >t — — I 

t 2 log" t (10,1") 

Ganz entsprechend gilt f ü r den Bei t rag des Gliedes 
JL 
B 

n /"(rt) (y) in (8 ,4 a ) zum Mittelwert der k-ten 

Potenz des proj iz ier ten Winkels 9: 

2 
cp 
~*«W 

(10, 2) 

cos (y cp) cp1' dcp 

sowie wei ter durch Anwendung der Gl. (C, 5) des 
mathemat ischen Anhanges : 

r.W 
cp 

jt Bn n! (10, 2') 

und schließlich: 

r.<») 

k— 1 

(10,1 ' ) 

er 

Vjt 

1 
(10, 2") 

— t M 1 
dt e t 2 log" t . 

18 Die Zusatzglieder erster Ordnung vom R u t h e r -
f o r d - G e s e t z , d.h. die Glieder bis ft—'6 in (9,3) bzw. 
bis qj—5 in (9,4) gelten auch, wenn nur Mehrfach-
s t reuung vorliegt, da es f ü r diese in Strenge nur auf 
das einzige in der Entwicklung (5,4) mi tgeführ te 
Glied auf der rechten Seite ankommt. 

D a s In tegra l der letzten Gl. (10,2") ist identisch mit 
dem in (10,1") ; d a r a u s folgt, daß sich der Mittelwert 
— — k — 1 , ILf— k A 9fc von -8fc n u r um einen F a k t o r — ^ — / \ 2 7 

unterscheidet , w a s sich na tür l ich auch ganz all-
gemein zeigen läßt. D a s e rwähnte In tegra l läßt sich 
ausdrücken als die n-te Ablei tung nach p des 



Eulerschen Integrals f dte-'fp = p!, genommen 
k o 

bei p = n— — — 1, und läßt sich daher auf die 

logarithmische Ableitung F̂ und deren Ableitungen 
zurückführen. Auf diese Weise erhält man19: 

dk 

k~ 
V j i 

k — 1 

,/714-tH-T), 
B2 

(10,3) 
Der gewöhnlich aus den experimentellen Daten 

bestimmte Mittelwert ist der des Winkels selbst; 
f ü r diesen ergibt sich nach (10,3) mit k = 12 0 : 

$ = cp = 1 

Vji 

\ 0,982 0,117 ) 

( 1 0 , 4 ) 

B B2 

Gerade dieser Mittelwert ist aber f ü r den Vergleich 
zwischen Experiment und Theorie nicht sehr gut 
geeignet, da zu ihm der [in dem Anteil /<*> (-8) bzw. 
f ( 1 )(<P) enthaltene] „Einfachstreuungs-Schwanz" 
einen verhäl tnismäßig großen Bei t rag l iefert . 
Wegen der relativ geringen Häufigkeit der großen 
Streuwinkel sind die Schwankungen der experi-
mentellen Statistik in diesem Bereich besonders 
groß, was eine relativ große experimentelle Un-
sicherheit des Mittelwertes 4 bzw. 9 zur Folge hat. 

19 Aus der angegebenen Berechnungsweise fo lg t f ü r 
— ( « ) 

die Mi t te lwer tausdrücke d* der Gül t igkei tsbere ich 
— (n) 

— 2 < k < 2 n und f ü r die qp* der Gül t igke i t s -
bereich — K k < 2 n . Die obere Grenze dieser Be-
reiche ist durch die Beschränkung p > — 1 f ü r die 
Gül t igke i t des Eulerschen In tg ra l s f ü r p\ gegeben, 
während die un te ren Begrenzungen aus den entspre-
chenden Gült igkei tsbereichen der Formeln (C, 3) bzw. 
(C, 5) des mathematischen Anhangs folgen. Auße r f ü r 
n = 0 sind dies auch tatsächlich diejenigen Bereiche, 
in denen die bet reffenden Mit te lwerte konverg ie ren . 
F ü r n = 0 rück t die obere Grenze f ü r k bis + 00 
hinaus, wie die f ü r diesen Fa l l mögliche d i rek te 

1 dd = (Jcj2)\ und 
,(0) 

Berechnung d = 2 J e 
:(0) 

entspr . f ü r cp zeigt. Der Gül t igkei tsbere ich der 
vol ls tändigen Formel (10,3) ist somit durch das zu 

Günstiger in dieser Hinsicht liegen die Verhält-
nisse z. B. beim Mittelwert der Quadratwurzel des 
Winkels, f ü r den man erhält: 

# 2 

0,906 0,691 

I ' 

(10, 5) 

B + 0,349 + 
'J' 

Wird der projizierte Winkel gemessen, so ist 
noch ein weiterer Umstand bei der Auswertung der 
Experimente zu beachten, auf den in der Literatur 
bereits hingewiesen wurde23. Unsere Winkelver-
teilungsfunktion f (9) (vgl. § 8) war abgeleitet 
worden unter der stillschweigenden Annahme, daß 
senkrecht zur Beobachtungsebene beliebig große 
Winkel W vorkommen können. Nun werden (und 
wurden insbesondere in früheren Jahren) häufig 
flache Nebelkammern verwendet, in denen Bahnen, 
deren Querablenkung W einen gewissen Grenzwin-
kel (von z. B. 10° bis 15°) überschreitet, nicht be-
obachtet werden können. F ü r den Grenzfall der 
„unendlich flachen Kammer" läßt sich dieser Um-
stand (wie dies auch von G o u d s m i t und 
S a u n d e r s o n bereits geschehen ist) leicht theo-
retisch berücksichtigen, da f ü r diesen Fall statt der 
Verteilungsfunktion f (9) diejenige des Gesamt-
winkels f (£) mit entsprechend geänderter Normie-
rung zugrunde zu legen ist. Berücksichtigt man 
diese geänderte Normierung, so findet man, daß fü r 
den mittleren Winkel in der „unendlich flachen 
Kammer" 9 ( f l K ) = 

dratwurzel des Winkels 9J/2 ={>ll2/{}-1 
(fl.K.) 

1 und fü r die mittlere Qua-

zu setzen 
ist. Damit ergibt sich numerisch nach (10,3) f ü r 

n = 1 gehörige Entwick lungsgl ied bestimmt, Der 
quadra t i sche Mit te lwer t d ive rg ie r t wegen des in 
f(D (d) bzw. /(i) (qp) enthal tenen „Einfachst reuungs-
Schwanzes" (genaue r : zu t r agen wesentlich große 
Winke l bei, so daß die benutzte Näherungsform des 
Ruther ford-Gese tzes unbrauchbar wi rd ) . Es sei hier 
betont, daß die wesentl ich vom quadrat ischen Mittel-
wer t Gebrauch machenden „Diffusions"-Theorien der 
Vie l f achs t r euung auf der Vernachläss igung der Ein-
f achs t r euung beruhen, was in unserem Fal le auf die 
E r s e t z u n g der vol ls tändigen Ver te i lungsfunkt ionen 
durch die Gauß-Funkt ionen ers te r Näherung hinaus-
laufen würde . 

20 Die entsprechende Mit te lwer t formel von W i l -
l i a m s in ihrer 1941 verbesser ten Gesta l t erhäl t man, 
indem man (<p)2 nach (10,4) als l ineare Funkt ion in 
log £2* annäher t . Das gleiche gil t f ü r die von 
G o u d s m i t u. S a u n d e r s o n angegebene Inter-
polat ionsformel . 



die Mittelwerte der flachen Kammer: 

und 

1 f 0,0182 0,369 ) 

) 
( 1 0 , 4 ' ) 

^(fi.K.) = 0,691 
0,0387 0,515 

B + B l + 
(10, 5') 

Die Benutzung des Mittelwertes der Quadratwur-
zel des Winkels ist, wie der Vergleich von (10,5') 
mit (10,5) zeigt, auch insofern günstig, als f ü r die-
sen der Unterschied zwischen dem Fal l der hohen 
und dem der flachen Kammer verhältnismäßig ge-
r ing ist. 

§ 1 1 . G ü l t i g k e i t s b e r e i c h d e r T h e o r i e 
d e r V i e l f a c h s t r e u u n g 

Bei der En twick lung nach Potenzen von IIB (§§ 7 
u. 8) haben wir die höheren als quadrat ischen Glieder 
nicht mehr mitberücksicht igt , wodurch also ein Feh-
ler von der Ordnung 1/J33 bedingt ist. Wegen B ~ 10 
reicht die dar in bestehende Genauigkei t p rak t i sch 
aus. Im Vergleich mit diesem Fehler ist der jenige, der 
in der Vernachläss igung des zweiten und der höheren 
Glieder von (5,3) besteht (worauf unsere ganze Viel-
fachs t reuungs theor ie be ruh t ) im al lgemeinen sehr 
viel kleiner, nämlich, wie man leicht zeigen kann, von 
der Ordnung 11 QbB ^ e~B [ ( l e tz te res wegen (7 ,1 ) ] . 
E s erscheint nun vernünf t ig , als Gül t igke i t sgrenze 
der Vie l fachs t reuungstheor ie denjenigen W e r t von B 
zu nehmen, f ü r den die beiden genannten Feh le r e twa 
einander gleich werden, da es ja keinen Sinn hät te , 
die En twick lung nach Potenzen von HB wei te r zu 
treiben, als der Genauigkei t der ganzen Theor ie ent-
spricht . Aus eB zu B3 ergibt sich somit 

B ^ 4,5, 20 

der Streubreite gemessenen Winkelgrößen, d. h. der 
mittlere Winkel, der Wendepunktswinkel usw. 
wurden, um vergleichbar zu sein, auf eine einheit-
liche Größe, nämlich auf das durch x2

c dividierte 
mittlere Winkelquadrat der best-angepaßten Gauß-
Funkt ion reduziert. Diese Größe sollte mit der 
theoretischen Größe B (ausgezogene Kurve in 
Abb. 3) übereinstimmen. Als Abszisse wurde als 
ein einheitliches Maß der Schichtdicke die (aus den 
experimentellen Daten entnommene) Größe Qfc 

aufgetragen. — Die genannte Reduktion geschah 
z. B. im Fal l des mittleren Winkels mit Hilfe von 

o AI 

AI Al 

• 
c 

c 

AI + 

A 

. +A1 + 
M M >1. 

U+ ^ ^ / 

Cd 
a M / + 7 ^ ^ 

^ ^ o / n 

»M °C 

•n 

Alo^J^A 

Au 
S+Ag 

l 

•Pb 

als un te re Grenze f ü r die Gül t igke i t der Theor ie der 
Vie l fachs t reuung; die Genauigkei t ist hier noch ~ 1%. 

§ 1 2 . V e r g l e i c h m i t E x p e r i m e n t e n 
ü b e r V i e l f a c h s t r e u u n g 

In Abb. 3 sind die Ergebnisse teils älterer und 
teils neuerer Experimente mit der Vielfachstreu-
ungstheorie verglichen21 '22 '23 '24. Die bei den ver-
schiedenen Experimenten zur Charakter is ierung 

2 1 J . A. C r o t h e r u. S c h o n l a n d , Proc. Roy. 
Soc. [London] 100, 526 [1922]. 

22 H. G e i g e r u. W. B o t h e , Z. Phys ik 6, 204 
11921]. 

Abb. 3. Vergle ich exper imente l ler Ergebnisse mit der 
Vie l fachs t reuungs-Theor ie . • = Sheppard u. Fowler . 
o — Oleson, Chao u. Crane. + = Crother u. Schonland. 

• = Geiger u. Bothe. 

Gl. (10,4) (sowie analoger Formeln in den übri-
gen Fällen) mit Benutzung des aus den experi-
mentellen Daten folgenden xl-

Wie man sieht, zeigt Abb. 3 die gleiche starke 
Streuung der experimentellen Werte, wie sie beim 
Vergleich mit den älteren Theorien gefunden 
wurde. Inwieweit diese Diskrepanzen durch die 
beim Vergleich noch nicht berücksichtigten Ein-
flüsse des Energieverlustes und der Git terstruktur 
bedingt sein können, beabsichtigen wir im folgen-
den Tl. I I I dieser Arbeit noch nachträglich zu 
untersuchen. — Bei den älteren Messungen21-22ist 
übrigens eine genaue Übereinstimmung mit der 
Theorie nicht zu erwarten, da sie mehr vorläufig 
orientierenden Charakter tragen und z. Tl. auch 
außerhalb der Grenze der Gültigkeit der Vielfach-
streuungstheorie fallen. 

23 N. L. O 1 e s o n , K. T. C h a o u. H. R. C r a n e , 
Physic . Rev. 60, 378 [1941]. 

24 C. W. S h e p p a r d u. W. A. F o w 1 e r , Physic. 
Rev. 57, 273 [1940]. 



M a t h e m a t i s c h e r A n h a n g 
A. Am einfachsten beweist man die (4,1) entspre-

chende allgemeinere Beziehung f ü r gewöhnliche 
Four ier - In tegra le (auch nicht-zylindersymmetrischer 
Funkt ionen) der Form 

(y) e 
i (x, ?/) (A, 1) 

Für diese gilt: 

( A , 2 ) 

gilt: 

II 
woraus wegen der „Orthogonali tätsbeziehung": 

r r do, 

J j W ' " = « . ( » - » 0 ( A ' 3 ) 

[vgl. die Definition der bereits in (3 ,1a) e ingeführ ten 
zweidimensionalen Diracschen ö-Funktion] fo lg t : 

ff Uy (x — x') U2 (x') 
Li Jt 

•II-do y 
2 jt (y) \ 0 / ) e i , </) (A, 4) 

(A, 4) hat berei ts die Gestalt der Gl. (4,1) und ist 
allgemeiner als diese. Speziell fü r zylindersymmetrische 
Funkt ionen u bzw. v, die nur von den Beträgen 
x, y abhängen, gehen bei E in führung ebener Polar-
koordinaten y, a in der z/-Ebene (mit do^ = y dy da 

und (x,y) = xy cos a) und Aus führung der Integra-
tion über a die allgemeinen Four ier - In tegra le (A, 1) 
und (A, 4) in J0-Integrale über, womit (4,1) bewie-
sen ist. 

B. F ü r das folgende gehen wir aus von dem Inte-
gral über die zweidimensionale Gauß-Funktion in der 

i/-Ebene: 
+ CO 

m do.. _ * <y-y0f (B, 1) 

Die Vektorkonstante y0 darf dabei auch komplex und 

x {x ein reeller zweidimensionaler Vek-z. B. 2 i 

tor) gesetzt werden, womit folgt : 

OO 
do II 2;x 

4 = / y dy JQ (x y) e 4 

o 

= — e (B,2) 

Die zweite Gl. (B,2) werden wir im folgenden noch 
mehrfach benutzen, um eine Reihe weiterer Trans-
formationsformeln abzuleiten, und zwar zunächst die 
Gl. I (A, 2 ) : Dazu multiplizieren wir die zweite 
Gl. (B, 2) l inks und rechts mit e~n/iapda und inte-
gr ieren (bei Beschränkung auf p>— 1) über a von 
Null bis + o o . Auf der linken Seite führt diese Inte-
grat ion auf p! ; das Integral auf der rechten Seite 
werde durch E in füh rung der neuen Integrations-
variablen q gemäß a = 2xeV umgeformt, womit folgt : 

y dy J0 (x y) 

( 1 + ! / 2 ) 2\i>-f-l 

dip (£of p ip e 
- x ©of ?/' 

L ( x ) . (B, 3) 

(p! bedeutet die Gammafunktion.) Damit sind die 
Transformat ionsformeln I, Anhang (A, 2) und (A, 3') 
bewiesen. 

C. Die (zweite) Gl. (B,2) werde jetzt rechts und 
l inks mult ipl izier t mit a~v—irf a . Die anschließende 
In tegra t ion über a darf in diesem Falle nicht einfach 
(wie unter B) längs der reellen a-Achse genommen 
werden, da dies auf divergierende Integrale führen 
würde. Wi r wählen daher den Integrat ionsweg in der 
komplexen a-Ebene, der von + oo bis + oo unter-
Umgehung des Nullpunktes im positiven Sinne führt,, 
und den wir symbolisch mit C bezeichnen: 

j ' y d y J 0 ( x y ) J - ~ T e 4 

o c C 

J a 
= 2 

da 
P+2 (C,1> 

F ü r das Schleifen-Integral über a auf der linken 
Seite von (C, 1) gilt bekanntlich fü r alle p: , 

I da --"fi gjri/y'v,/-'** 
+ 1 p\ \ 4 / 

(C,2> 

Das Integral auf der rechten Seite von (C , l ) zerfäl l t 
in die Differenz zweier längs der positiv-reellen 
Achse genommenen In tegra le auf benachbarten Blät-
te rn und wird daher = 2 [e 2 7 l i p — \ \ p \ x

 2 p 2 . 
(Gül t ig f ü r p> — 1.) Damit ergibt (C, 1): 

oo 

f y dy J0 (x y) 
P 2 ,2 —2p-2 

= — sin jt p p! x 

2 p\ 
i - p - i y r 

— 2p — 2 

(C,3> 



Dif fe renz ie r t man dies ein- bzw. zweimal nach p , so 
folgen die wei teren Formeln : 

oo 

J yd'jJo ( x , j ) ( ^ f l o g ' 4 

C, , —2p —2 
[ - 2 !og ^ + * (p) + v ( - p -1)] 

(C, 3') 
( V 

sowie: 
CO 

f y d y J 0 ( x y ) ^ ) P log2 if _ 2 p\ x~2p~2 

4 - (—jo — 1)! 

{ [ - 2 log x + V (p) + ( - p - 1)]* 

+ — * ' ( - * - ! ) } . ( C , 3 " ) 

Geht man an Stelle von (B,2) von der Four ie r -
Da r s t e l l ung der eindimensionalen Gauß-Funkt ion : 

oo 

r -n*2- 11 jt - -
dy cos(xij)e 4 == y— e a (C, 4) 

aus, so e rhä l t man entsprechend (C,3) in ganz analo-
ger Weise f ü r p > — 1/2: 

CO f dy COS (x y) = 
Vhz(p— V2)-
( - p - 1 ) 

(C, 5) 

woraus wiederum weitere Formeln durch Differenzie-
ren nach p zu erhal ten sind. 

D. Nach (7 ,3b) ist : 

OO yl 

f(n) (*) - f V dy j0 (y e T ( { log 0 . 

0 
(D, 1) 

Diese Fo rme l soll jetzt ausgewer te t werden. Dazu 
gehen w i r von der zweiten Gl. (B,2) mit 1 + TJ an 
Stelle von a aus, mult ipl iz ieren diese mit 7)—p~1 d?) 
und in teg r i e ren über T; längs des komplexen In tegra-
t ionsweges C. Mit Benutzung von (C, 2) fo lg t dann 
ähnlich wie im Abschnitt C: 

CO yl 

J y d y J 0 ( y # ) e ~ T ^ ) P 

ple"» f dy 
2ni J rf + 1 l+V ' 

(D,2) 

F ü r das folgende ist es bequem, hierin p\ durch das 
Eulersche I n t e g r a l auszudrücken, womit die rechte 
Seite von (D, 2) lautet : 

/ V * r ^ t i s L f t ^ i 
J l Jt J 7) \ 7) I 1 + 7] > 

Dif fe renz ie r t man dies «-mal nach p und setz t an-
schließend p = n, so folgt f ü r f(")(f>) nach ( D , l ) : 

in) — r \ d ) 

oo 

n j j l 7t 
,v (D,3) 

» 1 + 

j r) • - L S c 

Im folgenden werden wir der Übersicht l ichkei t hal-
oo 

1 r - & 
ber den In teg ra lope ra to r d$e - nicht mit 

o 
hinschreiben; die In tegra t ion über 2, kann bei den 
Endformeln bequem nachgehol t werden. — Mit dieser 
Verab redung lau te t (D,3) speziell f ü r n = l : 

Unser Ziel ist nun, das Schle i fenintegral in (D,4) in 
ein In t eg ra l l ängs der reel len Achse zu verwandeln . 
Dazu müssen wi r die bei tj = 0 d ivergierenden Terme 
vom In tegranden sub t rah ie ren und gesondert behan-
deln. Der erste, am s t ä rks t en d ivergierende Term 
kann ohne wei te res abgezogen werden, da sein Bei-
t r a g zum In teg ra l an den Grenzen + °o wie TJ—1 ver-
schwindet . Nachdem dies geschehen ist, geht man 
zweckmäßig zu der neuen In tegra t ionsvar iab len t ge-

* über , womit f(!) (ft) lautet: 1 — i = 
1 TT) 

,-ti* i-e 

l Jt § lHlog t 
i JTJ 

{(1 

( 1 - 0 1 
t)e*^— 1 } . ( D , 4 ' ) 

(Der In t eg ra t ionsweg v e r l ä u f t hierbei, ausgehend 
von t = + 1 zunächst längs der reel len Achse auf den 
P u n k t t = 0 zu, umkreist diesen im posi t iven Sinne 
und keh r t schließlich längs der reel len Achse zu 
t= + 1 zurück.) Der Integrand von (D,4') enthäl t 
noch einen vom ers ten Entwick lungsgl iede der ge-
schweif ten Klammer s tammenden logari thmisch diver-
gierenden Term, dessen Be i t r ag zu w i r S e ' 
sondert be t rachten; dieser l au te t : 

(D,5) 



Das erste, auf einem kleinen Kreise um t = 0 mit dem 
Radius e genommene Teilintegral ergibt [da log (1 — t) 

Hierin ist der zu log (1 — t) gehör ige Tei l des Inte-
granden bei t = 0 r egu lä r und l ie fe r t daher keinen 
Bei t rag zum In tegra l . Der zu log t gehörige Tei l des dort wie e verschwindet , bis auf 0 ( e ) ] : 
In tegranden l iefer t den gleichfal ls verschwindenden 

Bei t rag [ ( + i j t ) 2 — ( — i n ) 2 ] ; es bleibt somit f ü r 

den Antei l (D,5) von f d) (0 ) : 

2.T i 

oder nach A u s f ü h r u n g der In tegra t ion über 

— 1) . (D,5") 

F ü g t man noch den nach Abzug des l inearen Gliedes 
der geschweif ten Klammer in (D, 4') verbleibenden 
Rest hinzu, so folgt schließlich insgesamt: 

/ = 1 n [ l o g 1 +*-T]3- [ l o g i ~ 2 -T]l 

= 2 . T I [ l o g 2 ^ - (D, 8 a) 

Das zweite längs der reellen Achse zwischen e und 1 
genommene Teilintegral wird: 

l . e 2 -T / 

£.c2-t< 

l ) V ( l ) 

dt 
(D,4") 

/ -/ 
£ 

= 2 jti £ log2 4 + - g - ] ( D , 8 b ) 

| b i bis auf 0 (e) mit Benutzung von ^ ~ log (1 — t) = 

o 
2 \ 
— . Damit fo lg t insgesamt f ü r den Bei t rag (D, 7) : 
> / 

2 # 2 + l ) l o g 2 £ . (D,7 ' ) 

was durch par t ie l le In tegra t ion in die in (7,3 c) an-
gegebene Form gebracht werden kann. 

F ü r n = 2 kann man in (D, 3) die e rs ten beiden 

Entwicklungsgl ieder von im In tegranden 
1 + V 

sofor t abziehen, da diese keinen Be i t r ag zum Inte-
gra l l iefern . Mit der neuen In tegra t ionsvar iab len t m a n h i e r z u n o c h d e n rest l ichen, nach Abzug des 
fo lg t dann ähnlich wie (D,4 ' ) (un te r F o r t l a s s u n g der quadrat ischen Gliedes der geschweif ten Klammer in 

(D, 6) verbleibenden Anteil von f( 2)(ö) und berück-
sichtigt, daß bei der In tegra t ion über l o g £ - » (2) 
und log2£— [>F2(2) + 1F'(2)] übergeht , so fo lg t 
schließlich: 

In tegra t ion über %): 

. ^(1 — t)2 el — 1 — ($2 — 2)t} . (D, 6) 

Der von dem in t quadrat ischen ers ten Entwick lungs-
gliede der geschweif ten Klammer in (D, 6) s tammende 
logari thmisch divergierende Term des In tegranden 
von (D,6) l ie fer t als Be i t rag zu /(2) ( d ) : 

f(2)(#) 
= 2e 

+ 

7 Jt 
l e T dt l 

• T i jt 
(D. 7) 

(2) + T ' ( 2 ) ] 

I 

0 

— I — 

(D, 9) 

Zur Auswer tung desselben zer legen wir den Integra-
t ionsweg gemäß: 

In ganz entsprechender Weise, wie wir es f ü r den 
Gesamtwinkel ft soeben du rchge füh r t haben, sind auch 
die durch (8 ,4b) gegebenen In tegra lausdrücke 

,2 -fi ,2-1/ f = ^ + 

l e-f~f 
_£• e 2 71' £ 

oo 

f(n) W) = ^ r I DVcos (y <P) E 4 (f* 
(D, 10) 



f ü r den pro j iz ie r ten Winkel cp auszuwerten, wobei man n u r s ta t t von (B,2) von dem Four ie r - In teg ra l 
der eindimensionalen Gauß-Funkt ion (C,4) auszugehen hat . Analog zu (D, 3) e rhä l t man auf diese Weise: 

CO _ 

0 c 

Speziel l f ü r n — 1 ergibt dies we i t e r : 

0 
was durch par t ie l le Integrat ion noch umgeformt werden kann in ntegrat ion n 

f ^ (<p) = (cp) {(<?2 - [ l o g 4 y + ß - 1 ) ] + l } - 2 cp${cp). (D, 12') 

o 
(Dabei bedeute t $ (cp) das Fehle r in tegra l und <F (cp) dessen Ablei tung.) Die A u s w e r t u n g von (D, 11) f ü r 

n — 2 e rg ib t schließlich: 

0 
Damit sind die f (»)(•&) und f(«) (qj) f ü r n = 1 und 2 auf bequeme, f ü r die numerische Berechnung geeig-

nete In t eg ra l e zu rückgeführ t . 
Hrn . Prof . H e i s e n b e r g bin ich f ü r sein großes In te resse und sehr wer tvol le Ratschläge beim Ent-

s tehen dieser Arbei t zu großem Dank verpfl ichtet . 

Zur Breit-Wigner-Formel II 
V o n S I E G F R I E D F L Ü G G E * 

(Z. Naturforschg. 3a, 97—104 [1948]; eingegangen am 8. Dezember 1947) 

In Fortsetzung einer f rühe ren Arbe i t wird die Bre i t -Wigner -Formel auf den Fal l 
mehrere r Resonanzniveaus e rwei te r t und gezeigt, daß dabei charakter i s t i sche In ter -
ferenzerscheinungen zwischen den einzelnen Niveaus auf t re ten , die der exper imentel len 
E r f a s s u n g zugänglich sind. Insbesondere wird der Fa l l eines engen Dublet ts d i sku t ie r t 
und gezeigt, daß hierbei durch In te r fe renzersche inungen eine sehr schmale und hohe 
Linie an Stelle zweier normaler zustande kommen kann. 

Vo r e i n i g e r Z e i t 1 h a b e ich v e r s u c h t , e ine H e r -
l e i t u n g d e r F o r m e l f ü r d e n W i r k u n g s q u e r -

s c h n i t t be im R e s o n a n z e i n f a n g l a n g s a m e r N e u t r o -
n e n a n A t o m k e r n e n zu geben, d ie den q u a n t e n -
m e c h a n i s c h e n Gepf logenhe i t en m e h r e n t s p r i c h t a l s 
d ie auf d a s spez ie l le P r o b l e m z u g e s c h n i t t e n e n A b -
l e i t u n g e n , die s i c h sons t in d e r L i t e r a t u r finden2. 
I n d e r f o l g e n d e n Mi t t e i lung w i r d d iese r G e d a n k e n -
g a n g a u f den F a l l mehrerer R e s o n a n z n i v e a u s a u s -
g e d e h n t . D a s p h y s i k a l i s c h e P r o b l e m , d a s dabe i im 

* (16) Marburg, Wilhelm-Roser-Str. 33 a. 
1 S. F l ü g g e , Z. Naturforschg. 1, 121 [1946]. Im 

folgenden als I bezeichnet. 

M i t t e l p u n k t s teh t , is t f o l g e n d e s : W i r d de r E i n -
f a n g q u e r s c h n i t t n a c h d e r „ E i n - N i v e a u - F o r m e l " 
b e r e c h n e t : 

1 l~E~ orT2 

° = ' E (E — ErY + r T ' (1) 

so e r h ä l t m a n f ü r t h e r m i s c h e E n e r g i e Elh < Er 

g e n ä h e r t 

2 Vgl. die Zi ta te in I. 


